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1 Einleitung

In den letzten Jahren ist die gezielte Synthese einer Vielzahl magnetischer
Molekiile gelungen, in denen nur wenige paramagnetische lonen (“Spins“)
miteinander wechselwirken. Die chemische Struktur dieser Molekiile erlaubt
es, die magnetischen Eigenschaften einzelner Molekiile zu beobachten: Die
paramagnetischen Ionen sind in eine organische Matrix eingebettet und von
groflen Liganden-Komplexen umgeben, so dass die Wechselwirkung zwischen
benachbarten Molekiilen vernachléassighar gering ist. Durch die Messung an
einer makroskopischen Probe wie einem Pulver oder einem Kristall werden
daher die magnetischen Eigenschaften eines Ensembles wechselwirkungsfreier
identischer Molekiile erfasst.

Magnetische Molekiile stellen nicht nur nahezu ideale “Laborsysteme* dar,
um grundlegende Fragen zum Magnetismus zu untersuchen, sondern eignen
sich auch fiir viele Anwendungen in der Nanotechnologie, die oftmals als
Schliisseltechnolgie des 21. Jahrhunderts gefeiert wird. Umso wichtiger ist
es, geeignete theoretische Modelle und Simulationsverfahren zu entwickeln,
mit denen sich magnetische Molekiileigenschaften beschreiben und vor allem
voraussagen lassen.

Obwohl der Ursprung magnetischer Eigenschaften in der Quantenmechanik
verwurzelt ist, liefern klassische Spin-Modelle erstaunlich gute Ergebnisse.
So sind mit Hilfe des klassischen Heisenberg-Modells statische Eigenschaften
wie die magnetische Suszeptibilitit oder die spezifische Wéarme berechnet
worden, die selbst fiir kleinste Molekiile in guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten stehen [1] [2]. Auch wenn die klassische Beschreibung
bestimmten Grenzen unterliegt, so stellt diese Beschreibungsweise in vielen
Fillen die derzeit einzige Moglichkeit dar, iiberhaupt Aussagen iiber statische
oder dynamische Eigenschaften zu machen [1].

Die Neutronenstreuung gilt bis heute als die vielseitigste Methode fiir die
Untersuchung magnetischer Materialien. Da der Neutronenstreuquerschnitt
eng mit der dynamischen Spin-Spin-Korrelationsfunktion verkniipft ist, spielt
die Dynamik von klassischen Spin-Modellen eine wichtige Rolle [1] [2].

Ein System von N klassischen Spins stellt ein Hamiltonsches System mit
einem 2 N-dimensionalen Phasenraum (mit N “Freiheitsgraden®) dar. Fiir
ein solches System ist der Begriff “integrabel® iiber den Liouvilleschen Satz
definiert, nach dem in integrablen Systemen N unabhéngige und — im Sinne
der Poisson-Klammer — vertauschbare Erhaltungsgrofien existieren [3]. Fiir
integrable Systeme lassen sich sogenannte Wirkungs- und Winkelvariablen
I, und ¢, finden, so dass



. 9H OH
n o, ~ 0 md on=gp

w, =const. firp=1,...,N. (1)

Deswegen sind die Bewegungsgleichungen eines integrablen Systems explizit
losbar, sofern sich die Integrationen ausfiihren lassen, die fiir die Definition
dieser Variablen notwendig sind [3].

Da integrable Systeme vergleichsweise selten sind, ist es wichtig, moglichst
viele Beispiele zu finden, um Vermutungen iiber gréflere Systemklassen wie
die nicht integrablen Systeme iiberpriifen zu konnen. Die Charakterisierung
der Klasse ZS aller integrablen Spin-Systeme stellt sich als schwer heraus
und ist nach wie vor ein ungelostes Problem. Dies motiviert die Suche nach
Klassen von integrablen Spin-Systemen und Kriterien fiir Integrabilitéit. Ein
Grofiteil der veroffentlichten Arbeiten beschéftigt sich lediglich mit speziellen
Beispielen und numerischen Fallstudien [4] [5].

In dieser Arbeit wird ebenfalls keine Charakterisierung der Klasse ZS aller
integrablen Spin-Systeme vorgenommen, sondern eine spezielle Unterklasse
HZS C ZS untersucht, die Klasse der “Heisenberg-integrablen Systeme*.
Diese Systeme sind durch die zusétzliche Bedingung definiert, dass N — 1
der insgesamt /N unabhéngigen, vertauschbaren Erhaltungsgrofien sowie die
Hamilton-Funktion H selbst vom Heisenberg-Typ sind, d.h. sie lassen sich
als Linearkombination von Skalarprodukten der klassischen Spin-Vektoren
darstellen.

N
E;=) Eiu &5 firi=1... N-1 (2)

u<v

Fiir die verbleibende N-te Erhaltungsgrofie wird eine der drei Komponenten
des Gesamtspins S gewshlt, iiblicherweise die Komponente S®).

Der sogenannte Ljapunov-Exponent ermdglicht numerische Untersuchungen,
durch die sich mit hoher Sicherheit chaotisches Verhalten nachweisen und
somit die Integrabilitét eines Systems ausschlieBen ldsst [1]. In dieser Arbeit
werden fiir eine Auswahl von kleinen Spin-Systemen numerische Rechnungen
durchgefiihrt, die zu der begriindeten Vermutung fiithren, dass HZS = ZS
ist, wenn H vom Heisenberg-Typ ist.

Ein weiteres Ergebnis dieser Arbeit ist die Aussage, dass jedes Teilsystem
eines Heisenberg-integrablen Spin-Systems wieder Heisenberg-integrabel ist.
Trotz dieser Aussage gelingt keine Charakterisierung der Klasse HZS selbst,
aber von zwei speziellen Unterklassen HZG C BS C HZS, die Klasse der
Heisenberg-integrablen “Spin-Graphen“ und die Klasse derjenigen Systeme,
die iiber einen “Konstruktionsbaum® B verfiigen.
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Ein Spin-Graph wird iiber eine Hamilton-Funktion

N
H=Y Ju 55 (3)

mw<v

mit J,, € {0,1} beschrieben. Offensichtlich ldsst sich das Kopplungsschema
eines solchen Systems durch einen ungerichteten Graphen darstellen, dessen
Knoten die N Spins und dessen Kanten diejenigen Spinpaare mit J,, = 1
reprasentieren.

Bis auf die Ausnahme der 4er-Kette sind alle Spin-Graphen mit N < 4
Heisenberg-integrabel. Wie sich herausstellt, ist ein Spin-Graph genau dann
Heisenberg-integrabel, wenn der Spin-Graph keine 4er-Kette als Teilsystem
enthélt. Diese Bedingung ist nur dann erfiillt, wenn sich der Spin-Graph
in zwei Teilsysteme zerlegen lésst, die entweder gleichformig gekoppelt oder
nicht gekoppelt sind. Da die beiden Teilsysteme wieder Heisenberg-integrabel
sind, ist eine rekursive Anwendung der Zerlegung moglich, so dass sich der
gesamte Spin-Graph in immer kleinere Heisenberg-integrable Teilsysteme mit
gleichformiger oder keiner Kopplung zerlegen lasst. Eine geeignete Kodierung
dieser Abfolge von Zerlegungen ermoglicht ein “binérer Teilmengenbaum®,
der Konstruktionsbaum B. Die Aufhebung der Einschrankung J,, € {0,1}
fithrt auf die allgemeinere Klasse derjenigen Systeme, die iiber einen solchen
Konstruktionsbaum B verfiigen. Obwohl bekannt ist, dass die gleichférmige
Kopplung von zwei integrablen Systemen wieder integrabel ist [5], scheint die
Verwendung von Konstruktionsbéumen eine neue Methode zu sein, mit der
erstmals die explizite Angabe der Zeitentwicklung gelingt.

Als ein Beispiel fiir mogliche Anwendungen wird in dieser Arbeit ein neues
numerisches Verfahren fiir nicht integrable Spin-Systeme vorgestellt, die eine
Hamilton-Funktion H vom Heisenberg-Typ haben. Dieses Verfahren ist ein
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sogenannter symplektischer Integrator und nutzt aus, dass H aus Anteilen
besteht, die Heisenberg-integrable Systeme aus der Klasse BS beschreiben.
Fiir diese Systeme erlaubt die Verwendung von Konstruktionsbdumen sowohl
die explizite Angabe als auch die exakte Berechnung der Zeitentwicklungen,
die symplektische Transformationen auf dem Phasenraum darstellen. Mit
Hilfe dieser Transformationen kann — auf der Grundlage von sogenannten
Suzuki-Trotter-Zerlegungen [6] — die unbekannte Zeitentwicklung des nicht
integrablen Spin-Systems approximiert werden.

Die Motivation fiir die Entwicklung des numerischen Verfahrens liefert die
Feststellung, dass die Erhaltung der symplektischen Struktur nicht nur zu
einem verbesserten qualitativen Verhalten, sondern auch zu einem deutlich
genaueren Langzeitverhalten fithrt als mit den iiblichen Standardmethoden
wie dem Runge-Kutta-Verfahren [6] [7]. Die Effektivitdt und Effizienz von
symplektischen Methoden konnte anhand von Simulationen fiir verschiedene
Fragestellungen aus Bereichen wie der Astronomie, der Mechanik oder der
Molekulardynamik bestétigt werden.

Das in dieser Arbeit vorgestellte numerische Verfahren gewéhrleistet nicht
nur die Erhaltung der symplektischen Struktur sondern auch die Konstanz
von typischen Erhaltungsgréfien wie zum Beispiel den Phasenraum-Volumina,
den Betrédgen der Einzelspins und den drei Komponenten des Gesamtspins.
Obwohl die Gesamtenergie in der Regel nicht exakt erhalten ist, zeigt sich in
den durchgefiihrten Rechnungen im Gegensatz zum Runge-Kutta-Verfahren
keine systematische Drift, sondern nur eine beschrinkte Fluktuation um die
Anfangsenergie. Der Vergleich der numerischen mit der analytischen Losung
von Heisenberg-integrablen Systemen bestétigt die sehr hohe Genauigkeit
des Verfahrens und die Eignung fiir grofle Zeitschritte, die zu einer kurzen
Rechenzeit fiithren.



2 Grundlagen

Phasenraum

Der Zustand von N klassischen Spins lésst sich durch ein N-Tupel der Form
s=(51,...,8y) mit §, € R* und |5,| =1 fiir p =1,..., N beschreiben. Die
Menge aller moglichen Zusténde bildet den Phasenraum P eines klassischen
N-Spin-Systems.

P={s=(5,...,8)mits, e R°®und|3,| = Lfirp=1,...,N} (4)

Der 2N-dimensionale Phasenraum P ist eine kompakte Mannigfaltigkeit [4]
und der Produktraum von N Einheitskugeln: P = (§2)V

Poisson-Klammer

Die Komponenten SL (¢ = 1,2,3) der klassischen Spins 5, (¢ = 1,...,N)
stellen Funktionen auf dem Phasenraum P dar.

SL:P—>R (5)

Uber die Lie-Poisson-Klammer fiir zwei (glatte) Funktionen f,g : P — R
wird die symplektische Struktur des Phasenraumes P definiert [1].

U060} =3 e —a—g,'z (6)

Geméf der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber die Indizes 1,7, k
summiert. €;;, bezeichnet den total antisymmetrischen Levi-Civita-Tensor.

+1, falls (4,7, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijk = { —1, falls (4,7, k) eine ungerade Permutation von (1,2,3)  (7)

0, sonst
Zunéchst betrachten wir Gleichung (6) fiir den Fall f(s) = s/, und g(s) = sJ.
N
o s, Os) o
{8;1,78‘17/} - Z €lmk 5 | Os l aST)\n Sx (8 a)
A=1
N
= Z €k O1i Oxp Omg O S5 (8 b)
A=1



€ijk 5/“, Sﬁ (8 C)

0, bezeichnet das Kronecker-Symbol.

1, fallsp=v
Oww = { 0, sonst (9)

Vektorfeld
Nun betrachten wir Gleichung (6) fiir den Fall f(s) = s!, und g(s) beliebig.

Goge) = 3 a0 (10 a)
A—=1 0s3 0s)
N
0
= Z Gljk 511’ 5/\M —gj Sl)c\ (10 b)
po Osy
dg
eijk a—sil SH (10 C)

-,

Aufgrund der Beziehung (@ x b)" = €;;1 a’ b* gilt
i dg - :
{su,g(s)} = (8_5?“ X 5u> ) (11)

Zu jeder (glatten) Funktion g : P — R gibt es also ein Vektorfeld V9 auf
dem Phasenraum P. Dieses Vektorfeld ist ein N-Tupel mit den Elementen

- 99 _ .
Vi = {Sug(s)} = 03, X Sy (12 a)
0 —dg/9s, g/ 0s,
= dg / 0s}, 0 —0dg /[ 0s), | 5, (12 b)

—dg/0s;,  dg/0s, 0

V4 8, (12 ¢)

Das Vektorfeld V9 ist vollsténdig, da der Phasenraum P kompakt ist [8].



Bewegungsgleichung

Ist H : P — R die Hamilton-Funktion eines klassischen Spin-Systems, so
wird die Zeitentwicklung einer Funktion f : P x R — R iiber

df 0

f
Al (13)

beschrieben [4]. Wenn f nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingig ist, dann gilt
df / 0t = 0 und folglich

df
o = L H] (14)

Somit ist die Gesamtenergie konstant: dH /dt = {H, H} = 0.
Wiihlen wir f(s) = s},, so erhalten wir mit Hilfe von Gleichung (11) und (14)
die Bewegungsgleichung

: OH
S, = 8SM X &, (15)
die eine Prézession des p-ten Spins um das — durch die Wechselwirkung H
erzeugte — lokale Feld E# = 0H / 05, beschreibt [I]. Im allgemeinen ist das
lokale Feld ﬁu nicht konstant und der momentane Wert von ﬁu hangt von
denjenigen Spins 3, ab, die mit dem Spin 5}, wechselwirken. Die Struktur der
Bewegungsgleichung gewéhrleistet, dass der Betrag |5,| erhalten bleibt.

Fluss

Diese insgesamt N Bewegungsgleichungen bilden ein endlichdimensionales
System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.

i 0
§=VH=vVHs mit V7= - (16)
0 i
Die formale Losung lautet
s(t) = Fsy mit so = s(0). (17)

Der Fluss FH : P — P beschreibt die Zeitentwicklung fiir alle Punkte sq
im Phasenraum P und ist definiert fiir alle Zeiten ¢, weil das Vektorfeld



VH vollstindig ist. Die Flisse F/ und F? von zwei (glatten) Funktionen
f,g : P — R kommutieren genau dann, wenn {f, g} = 0 [9].

Kanonische Koordinaten

Anstelle der klassischen Spins ), (@ =1,...,N) lassen sich die kanonischen
Koordinaten (q,,p,) = (¢4, 2,) mit ¢, € [0,27] und 2, € [—1, 1] verwenden.
Es gilt

V11— 2% cosp,
Su=| V1—zisinp, |. (18)

e
In den kanonischen Orten ¢ = ¢ = (¢1,...,py) und in den kanonischen
Impulsen p = z = (z1, ..., zy) hat die Poisson-Klammer von zwei (glatten)

Funktionen g, f : P — R die Form [4]

N

{fle,2), 900,20} =D of 99 0g Of

Ao, 0z, Op, 0z,

(19)

Insbesondere ist {¢,, .} = {24, 2} = 0 und {p,,2,} = 0,,. Es gelten die
kanonischen Bewegungsgleichungen

. OH ) oH
Pu = {SpluH(SOa Z)} = 5 und fp = {ZWH(SOaZ)} = _a(p . (20)
N I

Wie die kanonischen Koordinaten deutlich machen, besitzt ein klassisches
N-Spin-System N “Freiheitsgrade®.

Heisenberg-Modell

In der klassischen Mechanik besteht die Hamilton-Funktion A in der Regel
aus einem Anteil, der nur die kanonischen Impulse enthélt, und aus einem
Anteil, der nur die kanonischen Orte enthélt: H = T'(p) + U(q). Allerdings
eignet sich eine Hamilton-Funktion dieser Form nicht fiir die Modellierung
von klassischen Spin-Systemen.

Im Heisenberg-Modell wird die Wechselwirkung zwischen zwei Spins 5, und
5, durch ein Skalarprodukt der Form J,,, 5, -5, vermittelt, wobei die (reelle)
Kopplungskonstante J,,,, die Stirke der Wechselwirkung festlegt.

N
H = > Jus-5 (21 a)

n<v



= i Juw <\/(1 — 27)(1 = 23) cos(pu — ¢u) + Zuzu> (21 b)

Gesamtspin

Da im Heisenberg-Modell die Hamilton-Funktion H rotationsinvariant ist,
sind die Komponenten S® (i = 1,2, 3) des Gesamtspins

§-3%, (22)

p=1

und somit das Quadrat % = S-S erhalten [4]. Obwohl die Poisson-Klammer
zwischen zwei Komponenten S® und SV nicht verschwindet

{S("), S(j)} = i Sk (23)

sind eine Komponente und das Quadrat des Gesamtspins S zwei — im Sinne
der Poisson-Klammer — vertauschbare Erhaltungsgrofien

(SO H} ={S* H} ={S9, 5?} =0. (24)

10



3 Integrabilitit von Heisenberg-Systemen

3.1 Definitionen

Definition Fin System von N klassischen Spins 51, . .., Sy, beschrieben tiber
eine Hamilton-Funktion H : P — R der Form

H=Y Ju 55 (25 a)

N
1
=3 > Juv§u-d, mitJ,, €R, Ju =Jy,und J,, =0,  (25D)
pn,v=1

)

heifit Heisenberg-System. Wir sagen: H ist ein klassisches Heisenberg-System.
Sind zusdtzlich alle J,,, € {0,1}, dann heifft H Heisenberg-Graph.

Im Heisenberg-Modell kénnen wir ein klassisches Spin-System vollsténdig
durch die Kopplungsmatrix J beschreiben. Diese Matrix ist in der Regel
durch die Hamilton-Funktion H gegeben. Aus diesem Grund kénnen wir das
System mit der Hamilton-Funktion H identifizieren. Wenn das System jedoch
einen Spin enthélt, der keine Wechselwirkung mit den anderen Spins eingeht,
so konnen wir diesen Spin entfernen, ohne dass sich die Hamilton-Funktion
H verandert. Durch die zusétzliche Angabe des Phasenraumes P kénnen wir
dieses Problem gegebenenfalls vermeiden.

In vielen Fillen ist es niitzlich, ein klassisches Heisenberg-System durch einen
ungerichteten Graphen darzustellen. In dieser Darstellung werden die Spins
durch die Knotenmenge My und die Wechselwirkung zwischen den Spins
durch die Kantenmenge Mg des Graphen beschrieben. Die Kopplungsmatrix
J ist die Adjazensmatrix des Graphen. Auf diese Art und Weise stehen uns
die Methoden der Graphentheorie zur Verfiigung.

Fiir einige Fragestellungen ist es sinnvoll, ein klassisches Heisenberg-System
zu zerlegen und Eigenschaften des Gesamtsystems aus den Eigenschaften der
Teilsysteme abzuleiten. Dabei ist die Kopplung zwischen den Teilsystemen
entscheidend.

Definition H sei ein klassisches Heisenberg-System. H 4 heifit Teilsystem
von H oder Einschrinkung von H auf A, wenn

Hy= > Juy 55 mitAC{l,... N} (26)

p<v
p,vEA

Zwei Teilsysteme H 4 und Hg sind getrennt, wenn ANB = (. Gilt A,B # ()

11



und AUB ={1,...,N}, dann sind Hy und Hp eine Zerlegung von H.

HAB - Z J/,Ll/ gtu : gu (27)
#6‘2,<L/V€B
st die Kopplung zwischen den Teilsystemen H, und Hg. Die Kopplung ist
vollstandig, wenn J,, # 0 fir alle p € A und v € B. Sind zusdtzlich alle
Juv = ¢ € R, dann ist die Kopplung gleichformig. Ist Hap = 0, dann sind
H, und Hp ungekoppelt. Das Gesamtsystem

H=H4 s+ Hp+ Hup (28)
1st zusammenhéangend, wenn es keine ungekoppelte Zerlegung gibt.

3.2 Liouvillescher Satz iiber integrable Systeme

Nach Aussage des Liouvilleschen Satzes ist ein Hamiltonsches System mit
einem 2 n-dimensionalen Phasenraum (mit n “Freiheitsgraden®) integrabel,
wenn es n unabhédngige Erhaltungsgrofien E; mit

{H,Ei} = {Ei, Ej} =0 (29)

fir alle¢,j =1,...,n gibt [3, S. 271 f].

Aus diesem Grund ist ein System von N klassischen Spins integrabel, wenn
es N unabhingige, vertauschbare Erhaltungsgréfien gibt [4]. In integrablen
Spin-Systemen sind alle Phasenraum-Trajektorien reguldr. Wenn allerdings
weniger als N unabhéingige, vertauschbare Erhaltungsgrofien existieren, dann
sind chaotische Trajektorien moglich. *

In autonomen Systemen ist die Hamilton-Funktion H eine Erhaltungsgrofle.
Deswegen lasst sich in klassischen Heisenberg-Systemen F; = H wéhlen. Um
entscheiden zu koénnen, ob ein System integrabel ist, benotigen wir jedoch
weitere N — 1 Erhaltungsgrofien, die mit H und untereinander vertauschen.
Zunéchst suchen wir diese Erhaltungsgroflen unter den Funktionen erster
und zweiter Ordnung. Diese Funktionen sind linear bzw. quadratisch in den
Komponenten si der Einzelspins 5, und werden in den folgenden Abschnitten
genau definiert.

In unseren Uberlegungen kénnen wir uns auf zusammenhiingende Systeme
beschrinken. Wenn ein System nicht zusammenhéngend ist, dann besteht

Isiehe Abschnitt “Ljapunov-Exponent®

12



dieses aus zusammenhédngenden Teilsystemen, die nicht gekoppelt sind. Das
Gesamtsystem ist also integrabel, wenn jedes Teilsystem integrabel ist.

3.3 Erhaltungsgréfien 1. Ordnung

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit den Erhaltungsgrofien erster
Ordnung. Die Funktionen erster Ordnung sind linear in den Komponenten SL
der Einzelspins 5),. Zu den Funktionen erster Ordnung gehoren beispielsweise
die drei Komponenten des Gesamtspins S.

Definition FEine Funktion E : P — R der Form
N
E=) ¢, 5§ mité, R’ (30)
pn=1

heifit Funktion erster Ordnung. Vertauscht E mit der Hamilton-Funktion
H des Systems, gilt also {E,H} = 0, dann heifft E Erhaltungsgroe erster
Ordnung von H.

Wie wir bereits wissen, sind die drei Komponenten des Gesamtspins S in
jedem klassischen Heisenberg-System H erhalten. Jedoch vertauschen diese
Erhaltungsgrofien erster Ordnung nicht miteinander. Deswegen bestimmen
wir, welche Bedingungen die Koeffizienten €, erfiillen miissen, damit zwei
Funktionen erster Ordnung sowohl mit der Hamilton-Funktion H als auch
miteinander vertauschen.

Lemma 3.1 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Eine Funktion erster
Ordnung E ist Erhaltungsgriffe von H, wenn die Gleichung

Juv(€,—€,)=0 (31)
gilt fiir alle p <v < N. Eine weitere Funktion erster Ordnung I vertauscht
mit I, wenn die Gleichung €, x f, =0 gilt fir alle p < N.

Beweis
Wir betrachten die Poisson-Klammer zwischen der Hamilton-Funktion H
und einer Funktion erster Ordnung FE.

{(B.HY={)_ &8> Ju 55} (32)

pn<v
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=30 Ju {885 5 (33)

A pu<v

Die Poisson-Klammer zwischen den Skalarprodukten verschwindet, wenn alle
Indizes A, p und v verschieden sind.

=S s (850 S 4 A 55, 5)) (34)
pn<v
Mit der Beziehung {5; - 5}, k- §;} = det(s;, k, §;) konnen wir diesen Ausdruck
weiter umformen. Eine Herleitung dieser Beziehung befindet sich im Anhang.
=Y Juy (det(5,,€,,5,) + det(5,,6,,5,)) (35)
p<v

Wir kénnen die Determinanten durch Spatprodukte ersetzen und zyklisch
vertauschen.

= Ty (@ (5, x 8) + 8, (3, % 5,)) (36)

pn<v

=3 Ju (6 =€) (5. % 5)) (37)

u<v

Ist E eine Erhaltungsgrofie von H, dann verschwindet die Poisson-Klammer.
Aufgrund von Lemma A.1 miissen alle Koeffizienten vor den Kreuzprodukten
verschwinden und wir erhalten die Gleichung

Ju(€,— ) =0 (38)

fiir alle u < v < N.

Wir betrachten nun die Poisson-Klammer von £ und einer weiteren Funktion
erster Ordnung F'.

= Z {gu ) gm fr; ) §V} (40)
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Die Poisson-Klammer zwischen den Skalarprodukten verschwindet, wenn die
Indizes p und v verschieden sind. Wir verwenden {k;-5;, k2-3;} = det(ky, k2, 5;)
und erhalten

{E> F} = Z (gu X ﬁ) : §M-2 (41)

0

Aufgrund von Lemma [A.1 verschwindet die Poisson-Klammer zwischen £
und F' genau dann, wenn €, x f, = 0 fiir alle p < N. O

Zunéchst wenden wir das Lemma auf ein bekanntes Beispiel an. Wenn wir
mit l;; die kartesischen Einheitsvektoren bezeichnen, dann konnen wir die
drei Komponenten des Gesamtspins in der Form S = l;l . § darstellen. Die
Koeffizienten €, = b; stimmen also fiir alle 1 < N iiberein. Deswegen ist
die Bedingung J,, (€, — €,) = 0 fiir alle J,, erfiillt. Da die kartesischen
Einheitsvektoren linear unabhingig sind, ist die Bedingung €, x ﬁ = 0 nicht
erfiillt. Folglich sind die Komponenten des Gesamtspins in jedem klassischen
Heisenberg-System Erhaltungsgrofien erster Ordnung, die nicht miteinander
vertauschen.

Fiir ein System von N ungekoppelten Spins gilt H = 0. Deswegen sind die
Komponenten der Einzelspins s3, ..., s% Erhaltungsgrofien erster Ordnung.
Diese N Erhaltungsgrofien sind unabhéngig und vertauschen. Das System ist
folglich integrabel. Aufgrund des folgenden Satzes ist es jedoch nicht moglich,
N unabhéngige, vertauschbare Erhaltungsgrofien erster Ordnung zu finden,
sobald zwei Spins eine Wechselwirkung miteinander eingehen.

Satz 3.2 Wenn ein klassisches Heisenberg-System zusammenhdngend ist,
dann gibt es keine zwei vertauschbaren Erhaltungsgrifien erster Ordnung,
die linear unabhdngig sind.

Beweis

H sei ein klassisches Heisenberg-System und E eine Erhaltungsgrofie erster
Ordnung von H. Aufgrund von Lemma 3.1 erfiillen die Koeffizienten von E
die Gleichung

Juv (€ —€,) =0 (42)

fir alle p < v < N. Koppelt der Spin 5, mit dem Spin 3, ist also J,,, # 0,

2Die Poisson-Klammer zwischen zwei Funktionen erster Ordnung liefert eine Funktion
erster Ordnung.
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dann gilt €, — €, = 0 und die beiden Koeffizienten stimmen iiberein. Wenn
H zusammenhingend ist, gilt €, — ¢, = 0 fiir alle 4 < v < N und somit
stimmen alle Koeffizienten von E {iberein.

Aufgrund von Lemma 3.1 vertauscht £ mit einer weiteren Erhaltungsgrofie
erster Ordnung F, wenn die Beziehung €, x ﬁ = 0 gilt fiir alle p < N.
Deswegen sind der pu-te Koeffizient von £ und der p-te Koeffizient von F
linear abhéngig. Da alle Koeffizienten von F' iibereinstimmen, sind £ und F
linear abhéngig. Folglich besitzt H keine zwei unabhéngigen, vertauschbaren
Erhaltungsgrofien erster Ordnung. OJ

Aufgrund des Satzes liasst sich in erster Ordnung nicht entscheiden, ob ein
gekoppeltes Heisenberg-System integrabel ist. Deswegen miissen wir in unsere
Uberlegungen auch Funktionen hoherer Ordnung einbeziehen.

Fiir zusammenhéngende Heisenberg-Systeme ist es ausreichend, eine einzige
Erhaltungsgrofie erster Ordnung zu beriicksichtigen. Da die Komponenten
des Gesamtspins in jedem klassischen Heisenberg-System erhalten sind, bietet
sich beispielsweise S®) als Standard-Erhaltungsgrofie an.

3.4 FErhaltungsgrofien 2. Ordnung

In diesem Abschnitt beziehen wir zuséitzlich die Erhaltungsgrofien zweiter
Ordnung in unsere Uberlegungen ein. Die Funktionen zweiter Ordnung sind
quadratisch in den Komponenten SL der Einzelspins 5),. Zu den Funktionen
zweiter Ordnung gehort beispielsweise S2.

Definition FEine Funktion E : P — R der Form

N
1 . R .
E = 3 § S,-E,, 5 mitE,, € R3*3 und E,, = EZM (43)

H,v=1

heif$t Funktion zweiter Ordnung. Sind alle E,,, = E,, I (und E,,, = 0), dann
i1st E eine Heisenberg-Funktion. Vertauscht E mit der Hamilton-Funktion H
des Systems, gilt also {E,H} = 0, dann heifft E Erhaltungsgrofie zweiter
Ordnung bzw. Heisenberg-Konstante von H.

Wie wir bereits wissen, sind die Komponenten und somit auch das Quadrat
des Gesamtspins S in jedem klassischen Heisenberg-System H erhalten. Aus
diesem Grund bietet sich S? als weitere Standard-Erhaltungsgréfie an.

Jede Funktion zweiter Ordnung, die mit den Komponenten des Gesamtspins
S vertauscht, ist isotrop und hat somit die Form einer Heisenberg-Funktion.
Deswegen ist die Vermutung naheliegend, dass sich jede Funktion zweiter
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Ordnung, die mit den Standard-Erhaltungsgrofien S®) und S? vertauscht, als
Linearkombination von S®) und einer Heisenberg-Funktion darstellen lisst.
Diese Vermutung konnte jedoch nicht bewiesen werden.

Trotzdem beschranken wir uns im folgenden auf Heisenberg-Funktionen. Die
Einschriankung auf Heisenberg-Funktionen ist durchaus gerechtfertigt, da wir
in unseren Uberlegungen auch Funktionen dritter und héherer Ordnung nicht
beriicksichtigen werden.

Jede Heisenberg-Funktion lésst sich als Hamilton-Funktion eines klassischen
Heisenberg-Systems auffassen. Wir bestimmen nun, welche Bedingungen die
Koeffizienten F,, erfiillen miissen, damit eine Heisenberg-Funktion mit der
Hamilton-Funktion H oder einer anderen Heisenberg-Funktion vertauscht.

Lemma 3.3 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Weiterhin sei E eine
Heisenberg-Funktion. Dann ist E eine Erhaltungsgrifie von H, wenn

EMV(JMA - JV)\) + E;L)\(Ju)\ - Jyu) + EVA(J;U/ - J;L)\) =0 (44)

gilt fiir alle p <v < X< N.

Beweis
Wir betrachten die Poisson-Klammer zwischen der Hamilton-Funktion H
und einer Heisenberg-Funktion E.

{B,HY ={> " Euv 550 Y Jur 5x- 52} (45)

pn<v K<A

= Z Z E, ., Jir{5, 5,5 5} (46)

pu<rv K<

Die Poisson-Klammer zwischen den Skalarprodukten verschwindet, wenn die
Indexpaare p, v und A, k iibereinstimmen oder wenn alle Indizes p, v, A und
r verschieden sind.

=3 N Bl 550 s S+ Ja {55,580 (47)
B<VAFEpv

Mit Hilfe der Beziehung {3; - 5, 5}, - §;} = det(S;, 5}, 5);) konnen wir diesen
Ausdruck weiter umformen. Eine Herleitung der Beziehung befindet sich im
Anhang A.1.

= Z Z E,uzz (J,u)\ det(gw g)\? gﬂ) + JV)\ det(glh g)\a gl/)) (48)

r<VAFEpv
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- Z Z Euy (Jux — Ju ) det(8,, 81, 5,) (49)

pw<vXN#pu,y

In der Summe tritt jede Kombination der Indizes p, v, A dreimal auf, aber in
verschiedener Reihenfolge: erst u, v, A, dann pu, A\, v und schliellich v, A, p.

=+ B (Jux— o) det(3,, 5,5, + ... (50 a)
+ Eux (Juy — Jy2) det(32,5,,5,) + ... (50 b)
+ EV)\(J —JMA)det(%\ § §)+ (50(3)

Wir fassen Determinanten mit gleichen Indizes zusammen. Dazu vertauschen
wir Determinante (50 b) antizyklisch und Determinante (50 cl) zyklisch.

(Euv(Jur — Jox) F Euix(Jux — Juw) + Eua(Juw — Jun)) det(5,, 5, 5,)  (51)

Ist E eine Erhaltungsgrofie von H, dann verschwindet die Poisson-Klammer.
Aufgrund von Lemma A.1 miissen alle Koeffizienten vor den Determinanten
verschwinden und wir erhalten die Gleichung

E,uZ/(J,u/\ — JI/)\) + EuA(JuA — qu) + EV)\(J/U/ - J;L)\) =0 (52)

firalle y <v <A< N. 0J

Zunachst wenden wir das Lemma auf ein bekanntes Beispiel an. Die Funktion
E = S? — N hat die Koeffizienten E,, = 2 fiir alle p < v < N. Also gilt
E,»—FE,»=0fiir alle y < v < XA < N. Aus diesem Grund ist S* — N und
folglich auch S? in jedem klassischen Heisenberg-System erhalten.

Uber das Lemma erhalten wir ein System von Gleichungen, mit dem wir in
der Lage sind zu entscheiden, ob zwei Heisenberg-Funktionen miteinander
vertauschen. Allerdings konnen wir diesen Gleichungen nicht unmittelbar
ansehen, wie viele vertauschbare Heisenberg-Funktionen es gibt, die zudem
unabhingig sind. Um diese Frage zu beantworten, wéhlen wir einen anderen

Weg.

Lemma 3.4 F; sei eine Heisenberg-Funktion mit den Koeffizienten E; ., .
Weiterhin bezeichne E; die symmetrische N x N-Matrixz mit den Eintrdgen

Ei . =E;,,=E;,, und E; ,, = 0. Folgende Aussagen sind dquivalent:
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1. Die Heisenberg-Funktionen Ey(s), ..., Er(s) sind linear unabhdngig fir
ein s =(8,...,5v) € P.

2. Die Matrizen Eq, ... ,Ep sind linear unabhdingig.
3. dEy(s),...,dEL(s) sind linear unabhdngig fir ein s € P.

Beweis
Wir zeigen, dass die Negationen von Aussage 1, 2/ und 3 dquivalent sind.

2/ = [1. Die Matrizen Eq, ... E; seien linear abhéangig. Also gibt es ein von
Null verschiedenes A = (Aq,...,Ar) € R, so dass Y, A\, E; = 0. Folglich gilt
>N Ei =0 fiir alle g, v und wir erhalten

> <Z by Eu> S8, =Y MEi(s)=0 (53)

p<v i

fiir alle Phasenraum-Punkte s. Deswegen sind die Heisenberg-Funktionen
Ei(s),..., Er(s) linear abhingig fiir alle s € P.

1/=-13l Die Heisenberg-Funktionen Fi(s), ..., EL(s) seien linear abhéngig fiir
alle Phasenraum-Punkte s. Somit gibt es ein A # 0, so dass >, \; E(s) =0
und folglich d(}_, A\; Ei(s)) = >, A\i dE;(s) = 0 fiir alle s € P. Deswegen sind
dEy(S),...,dEL(s) linear abhéingig fiir alle Punkte s im Phasenraum P.

3 = 2. Nun seien dF;(s),...,dFEr(s) linear abhéngig fir alle s € P. Wir
kénnen die Reihenfolge der Argumente umkehren. Allerdings erhalten wir
aus d(>_, \i E;(s)) = 0 die schwéichere Bedingung

Z/\ZEZ(S):Z <Z)\Z‘Ei,uy> gu'gl,:CER (54)

n<v Q

fir alle s € P. Nach LemmalA.1lgilt Y. \; E; ,,, = 0 fiir alle 4 < v. Aufgrund
der Symmetrie E; ,, = E,; ,, und E; ,, = 0 folgt > . \;E; = 0. Deswegen
sind die Matrizen Eq, ..., E; linear abhéngig. O

Satz 3.5 FEs gibt hochstens N — 1 vertauschbare Heisenberg-Funktionen, die
linear unabhdingig sind.

Beweis
Wir nehmen im folgenden Bezug auf das Buch von V.I. Arnold [3, S. 271 ff].
Zu jeder Funktion E : P — R gibt es ein Vektorfeld V¥ auf dem Phasenraum
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P. Fiir ein System von N klassischen Spins ist dieses Vektorfeld ein N-Tupel
mit den Elementen

- oE
VME = {Sﬂ’ E} = a—gu X Sy (55)

Wir kénnen das Vektorfeld V¥ durch tangentiale Vektoren VME an den Stellen
5, € §? (Oberfliche der Einheitskugel) darstellen.

Wenn eine Menge von Funktionen FEjy,..., E} funktional unabhéngig ist,
dann sind nach [3, S. 273] die zugehérigen Vektorfelder VE1 ... VEL linear
unabhéngig fiir ein s = (51,...,5y) € P. AuBerdem sind die Vektorfelder
VEL . VFEL tangential zu der Hyperfliche

Mc:{§17...,§]\[:EZ':CiERgi:17-~'7L}J (56)

falls die Funktionen E4, ..., F;, untereinander vertauschen. Die Hyperflache
M. hat die Dimension dim(P) — L = 2 N — L. Tangential zu dieser Fléiche
gibt es hochstens 2 N — L linear unabhéngige Vektorfelder. Folglich gibt es
hochstens L = N unabhéngige, vertauschbare Funktionen E, ..., E.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die Komponenten des Gesamtspins S nicht
durch Heisenberg-Funktionen darstellen lassen. Dazu betrachten wir

D>V = {Squ} = {Z 5, B} ={S, E} (57)

M:]- l,Lzl

{s,
= ({52, : (58)
{s®.E



Da die Komponenten des Gesamtspins S mit jedem Skalarprodukt 3, - 5,

vertauschen, gilt {5’ ,E} = 0, wenn E eine Heisenberg-Funktion ist. Ist E
jedoch eine Komponente des Gesamtspins, beispielsweise E = S®), so gilt
{S.E} = (—S®,5MW 0) £ 0 fiir § # (0,0,5®). An dieser Stelle ist das
Vektorfeld von S®) linear unabhiingig von den Vektorfeldern einer beliebigen
Anzahl von Heisenberg-Funktionen. Folglich lassen sich die Komponenten
des Gesamtspins S nicht durch Heisenberg-Funktionen darstellen.

Wenn es L = N unabhingige, vertauschbare Heisenberg-Funktionen gébe,
dann wiirden wir zusammen mit einer Komponente des Gesamtspins, wie
zum Beispiel @), insgesamt N + 1 unabhingige, vertauschbare Funktionen
erhalten. Deswegen gilt L < N. O

Nach Aussage des Satzes gibt es in einem klassischen Heisenberg-System
hochstens N — 1 vertauschbare, unabhéngige Heisenberg-Konstanten. Wenn
es N — 1 dieser Erhaltungsgréfien gibt, dann erhalten wir zusammen mit
SG) insgesamt N unabhiingige, vertauschbare Erhaltungsgréfien. Nach dem
Liouvilleschen Satz ist das System integrabel.

Definition Fin klassisches Heisenberg-System H ist Heisenberg-integrabel,
wenn es N — 1 unabhdingige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten gibt.

Natiirlich kénnen wir nicht voraussetzen, dass jedes integrable System auch
Heisenberg-integrabel ist. Fiir erste Untersuchungen ist es dennoch sinnvoll,
sich auf die Klasse der Heisenberg-integrablen Systeme zu beschrinken.

3.5 Gleichférmige Kopplung

An dieser Stelle betrachten wir einfache Beispiele fiir Heisenberg-integrable
Systeme. Ein System, das aus einem einzigen Spin besteht, ist offensichtlich
Heisenberg-integrabel. Der sogenannte Spin-Dimer ist ein System von zwei
miteinander gekoppelten Spins. Weil in diesem System H = J 5 - 5§, und S©®)
erhalten sind, ist der Spin-Dimer ebenfalls Heisenberg-integrabel. In einem
gleichseitigen Spin-Dreieck sind H = J (5] - 5, + 51 - 53 + 55 - 53), S®) und
51 - §3 erhalten. Also ist auch dieses System Heisenberg-integrabel. Die drei
genannten Beispiele gehdren zu der Klasse der Pantaeder.

Definition Fin klassisches Heisenberg-System H der Form



heifit N-Pantaeder.

Die gleichférmige 3er-Kette ist Heisenberg-integrabel und gehort nicht zu den
Pantaedern. In diesem System sind H = J (5] - 5, + 55 - 53), S®) und zum
Beispiel §; - §3 erhalten. Die gleichférmige Kette und die Pantaeder gehoren
zu einer gemeinsamen — Heisenberg-integrablen — Klasse von Systemen.

Satz 3.6 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Wenn es eine Zerlegung
von H in zwei Heisenberg-integrable Teilsysteme H4 und Hg gibt, die nicht
koppeln oder gleichformaig koppeln, dann ist H ebenfalls Heisenberg-integrabel.

Beweis
H sei ein klassisches Heisenberg-System und habe eine Zerlegung in zwei
Heisenberg-integrable Teilsysteme H, und Hp.

H=Hy+ Hp+ Hup (60)

H 4 und Hp haben aufgrund der Definition Ny —1 bzw. Ng —1 unabhéngige,
vertauschbare Heisenberg-Konstanten. Da die beiden Teilsysteme getrennt
sind, vertauscht jede Erhaltungsgrofie von H, mit jeder Erhaltungsgrofie
von Hpg. Allerdings vertauschen diese insgesamt Ny — 14+ Ng—1 =N — 2
Heisenberg-Funktionen im allgemeinen nicht mit der Kopplung H 4 g zwischen
den Teilsystemen und deswegen nicht mit H. Wenn H 4 und Hpg jedoch nicht
koppeln oder gleichformig koppeln, dann ist

Hap = CATB (S2— 82— S2) mit cap € R (61)

S , S 4 und S B bezeichnen dabei den Gesamtspin von H, H4 und Hpg. Fiir
die Erhaltungsgrofien von H 4 gilt

{Ea,H} = {Ea Hap} (62 a)
= (B, 2 (57— 85 - 5B} (62 b)
- C“‘TB ({Ea, 8% —{E4,S2) —{E0 821 =0 (62 ¢)

=0 =0 —

und fiir die Erhaltungsgrofien von Hp gilt entsprechend {Ep, Hap} = 0.
Aus diesem Grund erhalten wir zusammen mit S? — S% — S% insgesamt
N — 1 unabhéngige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten und folglich ist H
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Heisenberg-integrabel. Il

Nach Aussage des Satzes ist ein klassisches Heisenberg-System, das sich durch
die gleichféormige Kopplung von zwei Heisenberg-integrablen Teilsystemen
konstruieren lésst, ebenfalls Heisenberg-integrabel. Zu dieser Klasse gehoren
jedoch nicht alle Heisenberg-integrablen Systeme.

Das allgemeine Spin-Dreieck ist ein Heisenberg-integrables System, in dem
H = J1351 -804 Ji3 51 - 53+ Jo3 5 - 55, S% und S® erhalten sind. Jedoch lisst
sich das allgemeine Spin-Dreieck nicht durch die gleichférmige Kopplung von
Teilsystemen konstruieren.

3.6 Integrabilitit von Teilsystemen

Bisher haben wir gezeigt, dass ein klassisches Heisenberg-System, das durch
die gleichféormige Kopplung von zwei Heisenberg-integrablen Teilsystemen
entsteht, ebenfalls Heisenberg-integrabel ist. Nun kénnen wir beweisen, dass
in einem Heisenberg-integrablen System alle Teilsysteme — unabhéngig von
der Kopplung — Heisenberg-integrabel sind.

Lemma 3.7 H sei ein klassisches Heisenberg-System und habe auflerdem
eine Heisenberg-Konstante E. Dann ist die Einschrinkung E4 von E eine
Heisenberg-Konstante des entsprechenden Teilsystems H4 von H.

Beweis
Nach Lemma 3.3 ist eine Heisenberg-Funktion E eine Erhaltungsgrofie von
H, wenn die Gleichung

E;UJ(JM)\ - Jl//\) + E},L)\(JV)\ - Juu) + EVA(JMV - Ju)\) =0 (63)

gilt fiir alle 4 < v < A < N. Diese Gleichung gilt deswegen auch fiir alle
pw<v<Amit g,v,\ € AC{l,...,N}. Damit ist die Einschrankung F4
(E4 # 0) eine Heisenberg-Konstante des Teilsystems H 4. O

Satz 3.8 H sei ein klassisches Heisenberg-System und Heisenberg-integrabel.
Dann ist auch jedes Teilsystem H 4 Heisenberg-integrabel.

Beweis
H sei ein klassisches Heisenberg-System und Heisenberg-integrabel. Also gibt
es nach Definition N — 1 unabhéngige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten
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Ey, ..., Eny_1 der Form

E; =Y Eiu -5, (64)

u<v

Wir betrachten eine beliebige Zerlegung von H in zwei Teilsysteme H, und
Hp. Diese Systeme sind Einschrénkungen von H auf zwei disjunkte Mengen
A BC{l,...,N} mit A## () und B # (). N4 sei die Anzahl der Elemente in
A und entsprechend Npg die Anzahl der Elemente in B. Es gilt N = N+ Npg.

Wir ordnen nun die Koeffizienten E; ,, in einer Matrix mit (]2V ) Zeilen und
N — 1 Spalten an. Die Koeffizienten von E; stehen in der i-ten Spalte und
seien in der Reihenfolge p < v mit u,v € A, dann p < v mit u,v € B und
schliellich 4 < v mit p € A, v € B angeordnet. Auf diese Weise unterteilen

wir die Matrix in drei Blocke mit (AQA), (]\QB ) und N4 Np Zeilen.

E1 Ez . r s EN—l

(4)
Gl ]

NANg

Wir transformieren diese Matrix mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren
in die untere Dreiecksform. Dabei sind beliebige Vertauschungen von Spalten
zugelassen und alle Vertauschungen von Zeilen innerhalb der drei Blocke.
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(%)
(%)

NaNg

(2)

da ds das

Die im Verfahren angewendeten, elementaren Umformungen (Multiplikation
einer Spalte mit einem Faktor o # 0, Addition einer Spalte zu einer anderen,
Vertauschen zweier Spalten oder zweier Zeilen) verdndern den aufgespannten
Raum nicht. Deswegen stehen in den Spalten N —1 unabhéngige F, ..., Fy_1
und es gilt dy+dg+dag = N—1. AuBlerdem sind F7, ..., Fy_; vertauschbare
Heisenberg-Konstanten.

{F,HY ={) v Ep, H} =Y o {Ey, H} =0 (65 a)
(FoFy =) o E.Y BE}=Y onf{E,E}=0 (65 b)

Nach Aussage von Lemma 3.7 sind Einschrankungen von Fi,..., Fy, auf
A Heisenberg-Konstanten vom Teilsystem Hy. Aufgrund von Satz 3.5 gibt
es hochstens N4 — 1 dieser Erhaltungsgréfien. Dieselbe Uberlegung gilt fiir

Fi,+1,..., Fy,+a, und das Teilsystem Hp. Damit erhalten wir
dA S NA —1 (66 a)
dp < Np—1 (66 b)

undausN—lsz—i-dB—l—dABSNA—l—FNB—l—l—dAB:N—Q—FdAB

dAB Z 1. (66 C)
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Wir wollen nun zeigen, dass auflerdem dsp < 1 gilt. In diesem Fall fiihrt
da < Ny—1zuN—-—1=dy+dgp+dap<Ny—1+Ng—1+1=N-1
und damit zu einem Widerspruch. Das Teilsystem H 4 ist folglich Heisenberg-
integrabel.

Dazu betrachten wir ein F' € {Fy,1a5+1,---,Fn_1}. Die Einschrinkungen
von F auf A und B sind F4 = Fp = 0. Aufgrund von Lemma 3.3 gilt fiir
v € Aoder u,v € B die Gleichung

FM)\(J,,A—JM,,)—G—F,,)\(JM,,—JM)\) =0. (67)

Sei nun pu,v € Aund A € B. Dann ist das Verhéltnis der Koeffizienten

Fun v = T
Fl//\ JV)\ - J[,LV

(68)

eindeutig bestimmt, falls der Zéhler J,, — J,» und der Nenner J,, — J,,
nicht gleichzeitig verschwinden. Betrachten wir also den Fall

Juv = Jur = Jux. (69)

Fiir festes p € Aund A € B sei M(u, \) die Menge derjenigen v € A, die den
Fall (69) erfiillen. Wenn M (u, A) = A gilt, dann ist H4 ein Ny-Pantaeder
und somit Heisenberg-integrabel. Wenn dagegen M (u, A\) # A ist, dann gibt
es ein kK € A mit kK ¢ M(u,\) und das Verhdltnis F), )/ F, ) ist eindeutig
bestimmt. Ebenso ist F), , / F,  eindeutig fir v € M(p, A) und somit auch

Fu)\:FuA'FmA
FV)\ Fn)\ Fz/)\.

(70)

Die analoge Argumentation liefert die Eindeutigkeit von F, ) / F, . fiir v € A
und A,k € B. Insgesamt ist das Verhéltnis F),, / F, . eindeutig fiir alle
w,v € Aund \,k € B. Der Losungsraum fiir die Koeffizienten von F' ist
also eindimensional. Aus diesem Grund ist dap < 1. O

Durch den Beweis des Satzes haben wir aulerdem gezeigt:

Lemma 3.9 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Weiterhin seien H 4
und Hpg eine beliebige Zerleqgung von H. Wenn H Heisenberg-integrabel ist,
dann lassen sich N — 1 unabhdingige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten
mit den folgenden Figenschaften finden:
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1. Ny — 1 Heisenberg-Konstanten verschwinden auf B. Dagegen sind die
FEinschrinkungen auf A Erhaltungsgréfien von H 4, die unabhdngig und
vertauschbar sind.

2. Np — 1 Heisenberg-Konstanten verschwinden auf A. Dagegen sind die
FEinschrdinkungen auf B Erhaltungsgrofien von Hg, die unabhdingig und
vertauschbar sind.

3. Fine Heisenberg-Konstante verschwindet auf A und B.

Beweis

Es bleibt zu zeigen, dass die N4—1 Heisenberg-Konstanten von Punkt 1lauf B
verschwinden. Dies konnen wir mit Hilfe von weiteren Gaufl-Transformationen
erreichen (sieche Blockmatrix).

Nach Aussage des Satzes ist in einem Heisenberg-integrablen System auch
jedes Teilsystem Heisenberg-integrabel. Der Umkehrschluss ist jedoch nicht
moglich. Auch wenn alle (echten) Teilsysteme Heisenberg-integrabel sind,
kann das Gesamtsystem nicht Heisenberg-integrabel sein.

Die (gleichformige) 4er-Kette beispielsweise ist nicht Heisenberg-integrabel.
Allerdings sind alle klassischen Heisenberg-Systeme mit weniger als 4 Spins
Heisenberg-integrabel.

3.7 Heisenberg-Graphen
3.7.1 Gleichformige Zerlegung

Die Heisenberg-Graphen sind klassische Heisenberg-Systeme, die iiber eine
Kopplungsmatrix J mit den Eintrégen J,, € {0,1} beschrieben werden. Fiir
Graphen lassen sich weitere Aussagen iiber Erhaltungsgréfien, Kopplung und
Teilsysteme machen, die im allgemeinen Fall J,,, € R nicht giiltig sind.

Wie wir gezeigt haben, ist ein klassisches Heisenberg-System, das durch die
gleichformige Kopplung von Heisenberg-integrablen Teilsystemen entsteht,
ebenfalls Heisenberg-integrabel. Im allgemeinen Fall lassen sich auf diese Art
und Weise nicht alle Heisenberg-integrablen Systeme — wie beispielsweise das
allgemeine Spindreieck — erzeugen. Allerdings ist diese Konstruktion fiir jeden
Heisenberg-integrablen Graphen moglich.

Satz 3.10 H sei ein Heisenberg-Graph und Heisenberg-integrabel. Wenn H
zusammenhdngend ist, dann gibt es eine Zerlequng von H in zwei Teilsysteme
H, und Hpg, die gleichformig koppeln und Heisenberg-integrabel sind. Wenn
H nicht zusammenhdngend ist, dann gibt es eine Zerlequng von H in zwei
ungekoppelte, Heisenberg-integrable Teilsysteme H4 und Hp.
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Beweis
Der Beweis des Satzes 3.10 erfolgt durch vollstéandige Induktion iiber die Zahl
N der Knoten.

Verankerung: Alle Graphen bis N = 3 Knoten sind Heisenberg-integrabel.
Fiir diese Systeme ist die Aussage von Satz 3.10) giiltig (sieche Tabelle 1)).

Voraussetzung: Der Satz 3.10 ist giiltig fiir Graphen mit N Knoten.

Schritt: Wir betrachten einen Graphen H mit N 4+ 1 Knoten. Weiterhin
sei H Heisenberg-integrabel. Wenn der Graph nicht zusammenhéngend ist,
dann besteht dieser nach Definition aus ungekoppelten Teilgraphen. Diese
Teilsysteme sind nach Satz 3.8 Heisenberg-integrabel und Satz[3.10 ist giiltig.
Aus diesem Grund sei H im folgenden zusammenhéngend.

Nun zerlegen wir H in zwei Teilsysteme Hy.; und Hy. Dabei sei Hyy; die
Einschrinkung von H auf den Knoten {N + 1} und Hy die Einschrénkung
von H auf die Knoten {1, ..., N}. Aufgrund von LemmaA.2/ konnen wir den
Knoten N + 1 so wéhlen, dass Hy zusammenhéngend ist. Nach Satz 3.8 ist
Hy Heisenberg-integrabel.

H

:
N+1

Nun zerlegen wir den Graphen Hpy weiter. Nach Voraussetzung gibt es zwei
Heisenberg-integrable Teilsysteme H4 und Hp mit gleichférmiger Kopplung
zwischen den Systemen. H4 und Hpg sind Einschrankungen von Hy auf zwei
disjunkte Mengen A, B C {1,..., N} mit A # 0 und B # 0.

H, wiederum zerlegen wir in ein Teilsystem HY ohne Kopplung zu Hy 4
und in ein Teilsystem H) mit gleichférmiger Kopplung zu Hy . HY und
H), sind Einschrinkungen von H,4 auf zwei disjunkte Mengen Ay, A; C A.
Auf die gleiche Weise fithren wir die Zerlegung von Hpg durch.

Aus A # () folgt Ag # 0 oder Ay # 0, aus B # ) folgt By # 0 oder
By # 0. Gilt Ay = By = (), dann koppelt Hy gleichférmig mit Hy, 1 und die
Aussage von Satz 3.10 stimmt. Wiirde dagegen A; = B; = () gelten, dann
wéaren Hy und Hy; ungekoppelt. Aber H ist zusammenhéngend.
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A
| Ha HA
-<:‘ =
Hs1 N Hé | H%
Hg

Wir betrachten nun A; # () und By # ) (Der andere mogliche Fall Ay # ()
und B # () geht analog). Gilt zusétzlich Ag = (), dann koppelt sowohl Hy 4
als auch Hp gleichformig mit H4. Das System H, ist Heisenberg-integrabel
und nach Satz 3.8 auch die Einschréankung von H auf {N + 1} U B. Folglich
ist Satz [3.10! fiir diesen Fall giiltig.

Sei nun Aj # (). Wir kénnen voraussetzen, dass HY und H} nicht gleichférmig
miteinander koppeln. Falls diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, kénnen wir
die Zerlegung umsortieren, indem wir Aj = () und Bj = A U By bilden,
A; und B; aber unverédndert lassen. Fiir diesen Fall haben wir jedoch die
Giiltigkeit von Satz [3.10 bereits gezeigt.

Da Hy Heisenberg-integrabel ist, hat dieses Teilsystem nach Definition N —1
unabhéngige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten. Diese Erhaltungsgrofien
kénnen wir gemafl Lemma 3.9 so wihlen und so auf das Gesamtsystem H
erweitern, dass es eine weitere Heisenberg-Konstante der Form

E= Z Eunt1 Sy Sv (71)

n< N+1

gibt, die unabhéngig und vertauschbar ist. Zudem sind die Koeffizienten
E,, n+1 nicht eindeutig festgelegt, sondern nur das Verhaltnis £, y11/Ex\ n41.
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Aufgrund von Lemma 3.3 gilt die Gleichung
Eunii(Jux — Iava) + Eaver(Juver — Jun) =0 (72)

firalle y < A< N+1,da E,\=0.

Wir wollen nun zeigen, dass der Fall Ay, Ay, By # () zum Widerspruch fiihrt.
Dazu betrachten wir Gleichung (72) fiir die folgenden Fille:

® |y € By und A\, € Ay (J,uoh = J)\1N+1 =1 und JHON+1 = 0)

= E>\1 N4+1 = 0 (73 a)

® /i1 € By und Ay € Ao (JH1>\0 = JM1N+1 =1 und J)\ON-H = 0)

=L, Ny =0 (73 b)

® iy € By und )y € A (JuoN-H = J)\ON—H = 0 und Juox\o = 1)

= E N1 = Exone (73 ¢)

e )\ € AO und A\ € A; mit J)\O)\l =0 (J,\ONJrl = (0 und J)\lNJrl = 1)

= EAo N4+1 = 0 (73 d)

Da HY und H} nicht gleichférmig koppeln, gibt es ein Ay € Ay und ein
A1 € Ay mit Jy, 5, = 0. Fiir dieses )\ ist aufgrund von Gleichung (73 d)) der
Koeffizient E), 41 eindeutig festgelegt. Unter Verwendung von Gleichung
(73 c)) folgt, dass E,,, y+1 eindeutig ist fiir alle pp € By. Aus diesem Grund
ist umgekehrt Ej, y41 eindeutig fiir alle Ay € Ag. Uber Gleichung (73 a) und
(73 b) werden alle {ibrigen Koeffizienten eindeutig festgelegt. Dariiber hinaus
sind alle Koeffizienten Null. Dies fithrt zum Widerspruch. 0

Nach Aussage des Satzes lasst sich jeder Heisenberg-integrable Graph in
gleichformig gekoppelte Teilgraphen zerlegen. Aus diesem Grund kénnen wir
die Menge der Heisenberg-integrablen Graphen iterativ erzeugen.

Das kleinste Heisenberg-integrable System besteht aus einem einzelnen Spin.
Der Spin-Dimer entsteht durch die Kopplung von zwei einzelnen Spins. Das
Spin-Dreieck lésst sich durch die gleichférmige Kopplung von einem Dimer
mit einem einzelnen Spin und die 3er-Kette lisst sich durch die gleichférmige
Kopplung von zwei ungekoppelten Spins mit einem weiteren Spin erzeugen.
In der Tabelle [1! sind alle Heisenberg-integrablen Graphen bis N = 5 Spins
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aufgefiihrt.

Um entscheiden zu konnen, ob ein Graph Heisenberg-integrabel ist, miissen
wir nach wie vor N — 1 unabhéngige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten
finden. Hierbei kénnen wir uns auf Heisenberg-Konstanten beschrianken, die
Eigenschaften geméafl dem folgenden Satz haben.

Satz 3.11 H sei ein Heisenberg-Graph und Heisenberg-integrabel. Dann gibt
es N — 1 unabhingige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten Eq, ..., En_1
mit den folgenden Eigenschaften:

1.

Die Kantenmengen der E; sind disjunkt:

Die Koeffizienten der E; sind entweder O oder 1:
Ei ., € {0,1}

S2 ist eine Linearkombination der E;:

N—1
> Ei=3(8*=N)
=1

. H st eine Linearkombination der E;:

H= S Emit MC{l,...,N—1}

1eM
Fiir N > 2 gibt es genau ein E;(= F) mit vollstindiger Knotenmenge:
Mv<F) = {1,,N} und Mv(EZ) - Mv(F) fU’I’EZ 7é F4

Sei N > 3 und E;(= G) eine Heisenberg-Konstante mit gréfiter, aber
unvollstindiger Knotenmenge: G # F und |My(G)| > |My(E;)| fir
E; # F. Weiterhin sei My = My (G) und Mg = {1,...,N} \ M.
Dann gilt fir E; # F

(a) Mg(E;) € My oder

(b) Mg(E;) C Mg

und F = £(S* — 53 — S3).

Beweis
Der Beweis von Satz [3.11] erfolgt durch vollstandige Induktion iiber die Zahl
N der Knoten.

3Der Index E steht fiir Kante (engl. edge).
“Der Index V steht fiir Knoten (engl. vertex).
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Verankerung: Wir betrachten die Ergebnisse in Tabelle 1. Ein einzelner
Knoten (N = 1) erfiillt die Eigenschaften 1 bis 4. Punkt 5 ist dagegen erst
fiir Graphen mit N = 2 Knoten zutreffend.

Voraussetzung: Die Punkte 1 bis 5 von Satz 3.11/ gelten fiir Graphen mit
N > 2 Knoten.

Schritt: Wir betrachten einen Graphen H mit N 4+ 1 Knoten. Weiterhin
sei H Heisenberg-integrabel. Aufgrund von Satz [3.10 gibt es eine Zerlegung
in zwei Heisenberg-integrable Teilsysteme H4 und Hp mit gleichférmiger
oder keiner Kopplung zwischen den Systemen.

H:HA+HB+%TB(S2—S§—S§) mit cap € {0,1}  (74)

H, hat Ny — 1 unabhéngige, vertauschbare Heisenberg-Konstanten. Diese
sind ebenfalls Erhaltungsgréfien von H. Entsprechendes gilt fiir Hg. Nur ein
Teilsystem kann aus einem einzelnen Knoten bestehen. In diesem Fall gelten
die Punkte 1 bis 4. Sonst gilt nach Voraussetzung zusétzlich Punkt 5.

Zusammen mit F' = (5% — 53 — 5%) erhalten wir insgesamt (N + 1) — 1
unabhéngige, vertauschbare Erhaltungsgréfien, die die Eigenschaften 1 bis 5
erfiillen. Nun miissen wir nur noch G geeignet wahlen. Falls H4 mindestens
so viele Knoten besitzt wie Hp, dann nehmen wir G = F4. Sonst nehmen
wir G = Fg. Mit dieser Wahl ist Punkt 6 von Satz [3.11 zutreffend. O

Der Satz vereinfacht nicht nur die Suche nach unabhéngigen, vertauschbaren
Heisenberg-Konstanten, sondern ist auflerdem Grundlage fiir ein Verfahren,
mit dem sich ein Heisenberg-integrabler Graph in gleichférmig gekoppelte
Teilgraphen zerlegen lisst. Dieses Zerlegungsverfahren erkldren wir anhand
eines einfachen Beispiels.

Die sogenannte Fliege ist ein Heisenberg-integrables 5-Spin-System, das aus
zwei gleichseitigen Dreiecken besteht, die einen Spin gemeinsam haben.

!

V2]

H= (85455 +45y-85)+ (53- 54+ 83 - 55+ 54 - 55) (75)
Die Fliege besitzt die unabhéngigen, vertauschbaren Heisenberg-Konstanten
E1 = §1'§2, E2 = §3'§4, Eg = §1'§3+§1'§4+§2'§3—|—§2'§4 und
Ey=38)-854 8585+ 8355 + 84 - 55. Diese Heisenberg-Konstanten haben
alle Figenschaften des Satzes.

Die Heisenberg-Konstante F' = Ej enthélt jeden Index. G = E3 enthélt nicht
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alle Indizes, aber mehr als F; und E,. Deswegen bilden die Indizes von FEj3
die Menge A = {1,2,3,4}. Die iibrigen Indizes bilden die Menge B = {5}.
Zu Beginn des Verfahrens setzen wir H4 = Hg = 0 und Hup = H. Also
gilt H = H,+ Hp + Hap. Die Indizes von E; gehoren zu A. Da Ey in H
vorkommt, setzen wir Hy — Hy + Fy und Hyp — Hap — E,. Die Indizes
von Fy und E3 gehoren auch zu A. Weil nur F, in H vorkommt, setzen wir
Hy — Hy + Fy und Hyp — Hyp — E5. Da die Indizes von E,; sowohl zu
A als auch zu B gehoren, ist nichts weiter zu tun. Wir erhalten insgesamt
HA :E1+E2, HB =0 und HAB = E4.

Mit Hilfe des Verfahrens haben wir die Fliege in zwei Teilgraphen H4 und
Hpg mit gleichférmiger Kopplung H 45 zwischen den Teilgraphen zerlegt. H 4
besteht aus zwei ungekoppelten Spin-Dimeren und Hp aus einem einzelnen
Spin. Fiir die Fliege ist die Zerlegung eindeutig.

Allerdings kann es fiir einen Heisenberg-integrablen Graphen auch mehrere
Zerlegungen geben. Zum Beispiel konnen wir einen N-Pantaeder in einen
(N —1)-Pantaeder und einen einzelnen Spin oder in einen (/N — 2)-Pantaeder
und einen Spin-Dimer zerlegen. In diesem Fall ist das Ergebnis des Verfahrens
von der Wahl der Erhaltungsgrofien abhéngig.

3.7.2 4er-Kette

Wie wir gezeigt haben, ist in einem Heisenberg-integrablen System auch jedes
Teilsystem Heisenberg-integrabel. Dagegen ist die (gleichformige) 4er-Kette
ein Beispiel fiir ein System, das nicht Heisenberg-integrabel ist, obwohl jedes
(echte) Teilsystem Heisenberg-integrabel ist. Deswegen ist der Umkehrschluss
im allgemeinen nicht moglich. Allerdings ist die 4er-Kette der einzige Graph,
der nicht Heisenberg-integrabel ist und nur Heisenberg-integrable (echte)
Teilgraphen besitzt.

Satz 3.12 H sei ein Heisenberg-Graph und nicht Heisenberg-integrabel. Dann
st die 4er-Kette ein Teilsystem von H.

Beweis
Der Beweis des Satzes|3.12 erfolgt durch vollstéindige Induktion iiber die Zahl
N der Knoten.

Verankerung: Bis N = 4 Knoten ist die 4er-Kette der einzige Graph, der
nicht Heisenberg-integrabel ist (siehe Tabelle [1)).

Voraussetzung: Der Satz 3.12 ist giiltig fiir Graphen mit N Knoten.
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Schritt: Wir betrachten einen Graphen H mit N 4+ 1 Knoten. Weiterhin
sei H nicht Heisenberg-integrabel. Wenn der Graph nicht zusammenhéngend
ist, dann besteht dieser nach Definition aus ungekoppelten Teilgraphen. Da
H nicht Heisenberg-integrabel ist, folgt nach Aussage von Satz [3.6, dass
mindestens einer dieser Teilgraphen nicht Heisenberg-integrabel ist und nach
Voraussetzung die 4er-Kette enthélt. Aus diesem Grund sei H im folgenden
zusammenhéngend.

Nun zerlegen wir H in zwei Teilsysteme Hy.; und Hy. Dabei sei Hy ;1 die
Einschrankung von H auf den Knoten {N + 1} und Hy die Einschrinkung
von H auf die Knoten {1,..., N}. Aufgrund von Lemma A.2 kénnen wir den
Knoten N + 1 so wahlen, dass Hy zusammenhéngend ist.

Wenn der Graph Hy nicht Heisenberg-integrabel ist, dann ist die 4er-Kette
nach Voraussetzung ein Teilsystem von Hpy und somit auch ein Teilsystem
von H. Deswegen sei im folgenden der Graph Hy Heisenberg-integrabel.

Die Kopplung zwischen Hy,; und Hy ist nicht gleichférmig. Andernfalls
wire nach Satz 3.6/ das Gesamtsystem H Heisenberg-integrabel. Hy.; und
Hy sind auch nicht ungekoppelt, da H zusammenhéngend ist. Wir zerlegen
den Graphen Hy in ein Teilsystem HY ohne Kopplung zu Hy,; und in ein
Teilsystem Hj mit gleichférmiger Kopplung zu Hy ;. Nach Satz [3.8 sind
beide Teilsysteme Heisenberg-integrabel.

(%]

Hn+1

Wenn Hy ein N-Pantaeder wire, dann wiirden sowohl Hy,; als auch HY,
gleichférmig mit H} koppeln. Da Hyy; und HY nach Konstruktion nicht
koppeln, wire nach Satz 3.6 das Gesamtsystem H Heisenberg-integrabel.
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Also ist Hy kein N-Pantaeder und besitzt ein ungekoppeltes Knotenpaar.

Nun zerlegen wir den Graphen Hpy erneut. Nach Aussage von Satz 3.10/ gibt
es zwei Heisenberg-integrable Teilsysteme H, und Hp mit gleichformiger
Kopplung zwischen den Systemen. H4 und Hp sind Einschréankungen von
Hpy auf zwei disjunkte Mengen A, B C {1,..., N} mit A # () und B # 0.
H, wiederum zerlegen wir in ein Teilsystem HY ohne Kopplung zu Hy
und in ein Teilsystem H} mit gleichférmiger Kopplung zu Hy,y. HY und
HY, sind Einschrinkungen von H,4 auf zwei disjunkte Mengen Ay, A; C A.
Auf die gleiche Weise fithren wir die Zerlegung von Hpg durch. Da Hy,; und
Hy weder gleichformig gekoppelt noch ungekoppelt sind, gilt Ay U By # 0
und Al U B1 7é @

Ha
% le\ HAO
-<:‘ =
Hn+1 \' H:é | Hg
Hg

Sei nun Ay = (). Dann koppelt sowohl Hy; als auch Hp gleichférmig mit H 4.
Da H, Heisenberg-integrabel ist, das Gesamtsystem H aber nicht, ist nach
Satz 3.6 die Einschrankung von H auf { N+1}UB nicht Heisenberg-integrabel
und enthilt nach Voraussetzung die 4er-Kette. Dieselbe Uberlegung gilt fiir
BO = @
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Sei nun Ay # 0 und By # ). Der Graph Hy enthilt ein ungekoppeltes
Knotenpaar, also ein Paar (u,v) mit J,, = 0. Aufgrund der Konstruktion
muss i € Ag, v € Ay oder p € By, v € By gelten. v ist mit N + 1 direkt
und mit p iiber einen Knoten A € By bzw. A € Aj gekoppelt. Damit haben
wir eine 4er-Kette im Graphen H gefunden.

Ha
1 0
Ha Ha
o ——
— - .
H
N+1 1 0
Hg

OJ

Aufgrund des Satzes enthalten alle Graphen, die nicht Heisenberg-integrabel
sind, die 4er-Kette. Die Heisenberg-integrablen Graphen dagegen enthalten
keine 4er-Kette, da alle Teilgraphen Heisenberg-integrabel sind. Aus diesem
Grund konnen wir auf einfache Art und Weise entscheiden, ob ein Graph
Heisenberg-integrabel ist oder nicht. Weil ein klassisches Heisenberg-System
mit N Spins (]Z ) Teilsysteme besitzt, ist der Aufwand fiir die Suche nach
einer 4er-Kette polynomiell: O(N*?). Ein Verfahren, das N — 1 unabhiingige,
vertauschbare Heisenberg-Konstanten sucht, ist erheblich aufwendiger.

Der sogenannte [kosidodekaeder gehort zu den archimedischen Kérpern und
besteht aus 20 gleichseitigen Dreiecken und 12 regulidren Fiinfecken. Trotz
der komplexen Struktur ldsst sich in diesem 30-Spin-System auf einen Blick
eine 4er-Kette ausmachen. Somit ist der Ikosidodekaeder ein Beispiel fiir ein
komplexes System, das nicht Heisenberg-integrabel ist.
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3.7.3 Zeitentwicklung

Die gleichférmige Zerlegung von Heisenberg-integrablen Graphen ermoglicht
die explizite Angabe der Zeitentwicklung. Der Zustand §),(¢) entwickelt sich
iiber ein Produkt von Drehmatrizen aus dem Anfangszustand s),(0). Diese
Matrizen ergeben sich aus den Anfangsbedingungen 57(0), ..., Sy (0) und der
Kopplungsmatrix J.

Definition Die Matriz D(d,t) beschreibt die Drehung um die Achse & mit
dem Winkel || t. D(0,t) ist die identische Abbildung I.

Bevor wir die Drehachsen & angeben koénnen, sind einige Voruberlegungen
notwendig. Zunéchst betrachten wir den Gesamtspin S, und Sp von zwei
klassischen Heisenberg-Systemen H 4 und Hpg. In den beiden Systemen sind
§A und §B erhalten. Wenn H, und Hp miteinander koppeln, dann sind
S4 und Sp nicht mehr erhalten, sondern zeitabhéngig. Ist die Kopplung
H 5 gleichformig, so entwickeln sich die Zustéinde S4(¢) und Spg(t) iiber eine
Drehmatrix aus den Anfangszustéinden S4(0) und Sp(0).

Lemma 3.13 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Zudem seien H 4 und
Hpg eine Zerlegung von H mit keiner oder gleichformiger Kopplung der Stdrke
cap zwischen den Teilsystemen. Dann sind

—

Sa(t) =D(capS,t) S4(0) und Sp(t) = D(capS,t) Sp(0)  (76)

die Zeitentwicklungen der Gesamtspins 5’:4 von H 4 und §B von Hg. Sind die
Teilsysteme ungekoppelt (cap = 0), dann sind Sy und Sp konstant. Koppeln
Hy und Hg gleichformig (cap # 0), dann prizedieren Sa und Sp gegenliufig
um den konstanten Gesamtspin S mit der Winkelgeschwindigkeit capS.
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Beweis

H sei ein klassisches Heisenberg-System. H4 und Hp seien eine Zerlegung
von H mit keiner oder gleichférmiger Kopplung zwischen den Teilsystemen.
Also gilt:

H= HA+HB+”‘TB(SQ—S§—S@ mit cap € R (77)

Wir betrachten die Poisson-Klammer zwischen dem Gesamtspin S 4 von Hy
und der Hamilton-Funktion H. Da Sy mit Hs, Hg, S4 und S% vertauscht,
erhalten wir

Sa = {Sa H} (78 a)
= {Sa, Ha+ Hp L (52 53— S3)} (78 b)
- %B{s*A,SQ—SA—S%} (78 c)
- @‘TB{gA,sﬂ. (78 d)

Die Poisson-Klammer zwischen S, und S? kénnen wir unter Verwendung der
Bewegungsgleichungen fiir 5, weiter umformen.

{54,571 =) {5.51=> aq x5, =25 xS, (79)
neA neA
(5 5u)

Also prazediert S4 um den Gesamtspin S mit der Winkelgeschwindigkeit
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capS. Entsprechendes gilt fiir S B.

—

Sa(t) =D(capS,t) Sa(0) und Sp(t) =D(capS,t) Sp(0)  (80)

Aus S = §A+§B folgt S x §A - —9x §B und damit §A = —§B. Aus diesem
Grund sind die Prézessionen von S, und Sp gegenldufig. OJ

Bevor wir aus dem Lemma die Drehachsen & in der Zeitentwicklung 5),(¢)
ableiten konnen, ist eine weitere Voriiberlegung notwendig. Die Menge der
Heisenberg-integrablen Graphen lésst sich iiber die gleichférmige Kopplung
iterativ erzeugen. Zu jedem Heisenberg-integrablen Graphen H mit N Spins
bendétigen wir die Information, wie sich H durch die gleichféormige Kopplung
aus N 1-Spin-Systemen erzeugen ldsst.

Definition H sei ein klassisches Heisenberg-System. Fine Menge By mit
den FEigenschaften

1. By c P({1,....N})
2.0 ¢ By und {1,...,N} € By
3. Fiir alle Ml,MQ € BH ngt M1 ﬂMQ = @, M1 g M2 oder M1 2 MQ.

4. Fiir alle M € By mit |M| > 1 gibt es My, My € By mit My N My = (),
M =M, UM, und J,, = c €R fir alle p € My und v € M.

heifst Konstruktionsbaum von H. Die Menge P,(By) = {M € By |p € M}
heiffit Konstruktionspfad von p im Baum By.

Anschaulich lésst sich die Menge By als bindrer Teilmengenbaum auffassen.
Aufgrund von Punkt 1 sind die Knoten von By Mengen mit den Elementen
1,...,N. Jeder Knoten von By reprasentiert ein Teilsystem des zugehorigen
klassischen Heisenberg-Systems H. Punkt 2 legt die Wurzel des Baumes, die
Menge {1,..., N}, fest. Punkt 4 gewéhrleistet, dass jeder Knoten von By
mit mindestens 2 Elementen zwei disjunkte Séhne besitzt, deren Vereinigung
den Vater ergibt. Aulerdem realisiert Punkt 4 die gleichférmige Kopplung der
zugehorigen Teilsysteme. Aufgrund von Punkt 3 gibt es genau zwei Schne.
Die Mengen {1},...,{N} sind die Blétter des Baumes.

Die Teilmenge P, (Bp) enthilt diejenigen Mengen von By, die das Element
i enthalten. Aufgrund von Punkt 3 lassen sich diese Mengen nach der Zahl
der Elemente ordnen. Anschaulich lasst sich P, (By) als Pfad vom Blatt {u}
zur Wurzel {1,..., N} deuten.
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Jeder Heisenberg-integrable Graph H besitzt einen Konstruktionsbaum By.
Wie wir am Beispiel der Pantaeder gesehen haben, ist die Zerlegung von H
in gleichformig gekoppelte Teilsysteme nicht eindeutig. Deswegen ist By im
allgemeinen auch nicht eindeutig. Fiir die Angabe der Drehachsen & in der
Zeitentwicklung s),(¢) reicht es aus, dass in einem gegebenen Baum By der
Konstruktionspfad P, (By) eindeutig ist.

Definition
MlMg...MK fir K 2 1

—K
[[Mm: = { (81)
paley I fir K <1

Satz 3.14 H sei ein klassisches Heisenberg-System. Weiterhin habe H einen
Konstruktionsbaum Bg. Dann ist

—L-2

5.(t) =D (chL(O), t> ( I ((CL_Z- - cL+1_,~)§L_Z-(O),t>> 5.(0) (82)
i=1
die Zeitentwicklung fiir alle p < N. Der Konstruktionspfad

P#(BH):{MI,MQ,...,ML} mit My C My C...C M (83)

legt die Kopplungsstirke ¢; und den Gesamtspin g; fest.

Si(0)= > 50 uwnd ¢=1J,, mit peM_,veM\M_ (84)

neEM;

—_———— = = =

[
|
|
|
|
|
|
|
AN

| .
Einzelspint' ~ ~o-eo -
/

40



Beweis
Der Beweis des Satzes 3.14 erfolgt durch vollstéandige Induktion iiber die Zahl
N der Spins.

Verankerung: In einem System, das aus einem einzelnen Spin 5] besteht,
gilt H = 0 und somit §; = {5}, H} = 0. Folglich ist die Zeitentwicklung
§1(t) = 51(0). Obwohl diese Verankerung fiir den folgenden Induktionsbeweis
ausreicht, geben wir an dieser Stelle auch die Zeitentwicklung des Spin-Dimer
H = J &) - 85 an. Nach Aussage von Lemma [3.13 gilt

— —

51 =D(JS, 1) 5(0) und F(t) = D(JS, ¢) 5(0). (85)

Dieses Ergebnis stimmt mit der Aussage von Satz 13.14/ {iberein: Der Baum
By = {{1},{2},{1,2}} hat die zwei Pfade Pi(By) = {{1},{1,2}} und
Pa2(Br) = {{2},{1,2}}. Diese beiden Pfade haben die Linge L = 2 und
liefern denselben Gesamtspin 5'2 = S und dieselbe Kopplungsstéarke co = J.

Voraussetzung: Der Satz 3.14 ist giiltig fiir klassische Heisenberg-Systeme
mit N Spins.

Schritt: H sei ein klassisches Heisenberg-System mit N + 1 Spins und habe
einen Baum By. Wir bezeichnen mit A und B die beiden (disjunkten) Séhne
der Wurzel W = {1,..., N + 1}. Aufgrund der Definition des Baumes sind
A und B die Wurzeln von zwei (disjunkten) Teilbdumen By, und Bpy,,. Fir
diese Teilbaume gilt By = By, UBy, UW. Also ist P,(By) = Pu(Bu,) UW
fir p € Aund P,(By) = P,(Bu,) UW fiir v € B. Auflerdem gilt

CAB

H:HA+HB+7(52—S§—S§) mit cyp € R. (86)

Fiir 4 € A enthalten Hp und S% keine Terme mit 8, und wir erhalten die
Bewegungsgleichung

3 . oH
Sp = {Su,H}ngsu (87 a)
w
9 CAB [ c2 2 2 -
- 8—§M<HA+HB+T(S —SA—SB)>><$M (87 b)
B 0 CAB 2 9 o
= 8_§M (HA“‘T(S _SA)> XSH' (87 C)

Aufgrund von 9/ 9s,, S? = 2 (S — §,) und 9/ 9s,, S3 = 2 (Sx— 5,) gilt
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. OH .

3, = ( Ay cABSB) X 5,. (88)
05,

Fiir die Beweisfithrung ist der Fall u € A ausreichend. Fiir das bessere

Versténdnis betrachten wir im folgenden auch den Fall v € B. Dieselbe

Rechnung liefert die Bewegungsgleichung

- (aHB

Sy = —
v Js,,

+ CABgA) X 8. (89)

Aufgrund von Lemma [3.13 sind S4 und Sp zeitabhéngig und prézedieren
um den Gesamtspin S. Aus diesem Grund fiihren wir die Transformation
™ = D(—capS,t) 5y fir alle A < N 4+ 1 durch. In diesem System ist

EA = Z TN Z CABS t ZD(—CAgg,t) Z gﬂ (90 a)

peA peA neA

= D(—capS,t)Sa =D(—capS, t) D(capS,t) S4(0) (90 b)

I

und Rp = S 5(0). Wir benétigen nun die Bewegungsgleichungen fiir 7. Dazu
differenzieren wir 7\ = D(—capS,t) nach der Zeit t.

= —capS X D(—capS,t) 5\ + D(—capS, t) 51 (91)

S\ konnen wir durch die bekannten Bewegungsgleichungen fiir s ersetzen.
Fiir p € A erhalten wir die Bewegungsgleichung

Fﬁ = —cap9 x T+ D(—capS, t) ((%gj + CABgB) X §u) (92 a)
= —cupS x T+ D(—capS,t) (%I;A + CAEEB) X Ty (92 b)
"
= —capS X Py + VHA(r) X 7y + capRp x 7, (92 c)
_ (V#HA(T> _ cAB§A> X 7, (92 d)

und fiir v € B die entsprechende Bewegungsgleichung
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P (V,,HB(T) _ cABéB) X 7. (93)

In der Rechnung haben wir eine neue Schreibweise eingefiihrt. Wir fassen
O0H/ 05y als Gradient auf und bezeichnen mit V,H(s) den Gradienten von
H beziiglich s, an der Stelle s € Py. Da H die Hamilton-Funktion eines
klassischen Heisenberg-Systems ist, gilt

9 L .
VAH(s) = P > JuwF 5 =3 Jurd (94)

pn<v w#EA

Deswegen stimmen der Gradient V,H (r) an der gedrehten Stelle r € Py und
der gedrehte Gradient D(—capS,t) VaAH(s) an der Stelle s € Py iiberein.

VAH(r) = ) Juat (95 a)
BEX
= Y JuaD(—capS, 1)3, (95 b)
HFEA
= D(—CAgg, t) Z J“)\ 5’# (95 C)
HFEAX
= D(—capS,t) VaH(s) (95 d)

Wir fithren nun die Transformation E“ = D(cap ﬁA, t)r, fur alle p € A und

/2:; = D(cap I%B, t) 7, fir alle v € B durch. Diese Transformation liefert zum
einen die Differentialgleichung

k,

CABEA X D(CABEA,t) 7?“ + D(CABEA,t) 7%'“ (96 a)
CABEA X EM +D(CAB§A,t) ((VuHA(T) — CABEA> X 7?“>(96 b)

CABEA X EM +D(CAB§A,t) V“HAO“) — CABﬁA> X Eﬂ 96 ¢

/N
~—~
(@)
~—

CABEA X E,u -+ VHHA(k) X ];u — CABEA X E,u (96 d

V, Ha(k) x k, (96 )

und zum anderen die Differentialgleichung
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k, = V,Hg(k) X k. (97)

Nach Voraussetzung sind fiir dieses System von Differentialgleichungen die
Losungen k) bekannt fiir alle A < N + 1.

—L-2

Fa(t) = D<CLKL(O ) ( H D( cri — crp1-i) K1 -i(0), )> K1(0) (98)

Die entsprechenden Riicktransformationen liefern die Losungen s, fiir das
urspriingliche System von Differentialgleichungen.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist noch keine Drehung erfolgt. Aus diesem Grund
stimmen die Anfangsbedmgungen K;(0) und S;(0) iiberein. Aufgrund der

Konstruktion gilt SL+1(O) = 5(0), ¢r+1 = cap und S, =S4 bzw. S, = Sp.
Wir setzen M = L + 1 und erhalten die Losung

—M-—-2

(1) =D (exSu(0), 1) ( I D ((exr—i = earsr-0)Su (0 ),t)) $,(0)(100)

fir alle A < N + 1. O

Nun wenden wir den Satz auf ein einfaches Beispiel an. Dazu betrachten wir
einen N-Pantaeder H = J/2 (5% — N). Ein méglicher Konstruktionsbaum
von H ist die Menge

By ={{1,....,N}{1,...,N—=1},... {1,2},{1},{2},...,{N}}. (101)
Der zugehorige Konstruktionspfad ist die Teilmenge

PulBin) = (Lo N} (Lo N =) {Leonl i) (102
]\}rL Mr—l ]\‘/[,2 My

Da die Kopplungstérken J,, fiir alle 4 < v < N iibereinstimmen, gilt ¢; = J
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fir alle ¢ < L. Deswegen lésst sich die Zeitentwicklung 5,,(t) iiber eine einzige
Drehmatrix ausdriicken.

—L—-2

su(t)=D (CLSL(O > < H D( cr—i — cry1-1)S1-i(0), )) S1(0) (103)

J/

g

I

In jedem Konstruktionspfad P, W(Br) ist M = {1,...,N} und M; = {u}.
Deswegen gilt S;(0) = S und S;(0) = 5,(0). Somit ist die Zeitentwicklung

5,(t) =D(JS,1) 5,(0) (104)

eine Prézession um den Gesamtspin S mit der Winkelgeschwindigkeit J.S.
Dieses Ergebnis konnen wir iiber eine kurze Rechnung bestétigen.

Lo 9H 0 (], L Jost
Su(t) = 8_5’;‘X8H_8_§u(§<5 —N))Xsu—§a—%xsu(105a)

- JS-5)x5, =J9x35, (105 b)

Mit Hilfe des Satzes lésst sich das Problem, die Bewegungsgleichungen von
Heisenberg-integrablen Graphen zu l6sen, auf das Problem iibertragen, einen
Konstruktionsbaum zu finden. Mit Hilfe von Tabelle 1 konnen wir fiir alle
Heisenberg-integrablen Graphen bis N = 5 Spins einen Konstruktionsbaum
und somit die Zeitentwicklung angeben.

3.8 AuBleres Magnetfeld

Ein klassisches Heisenberg-System H, in einem &dufleren Magnetfeld é(t)
lésst sich durch eine Hamilton-Funktion H der Form

H=Hy+~B(t)-§ (106)

beschreiben. Aufgrund des Zeeman-Terms ”yg(t) - S ist die Integrabilitét
des Spin-Systems nicht nur von den Eigenschaften von Hj,, sondern auch
vom Magnetfeld B (t) abhéngig. Fiir zeitabhéngige Magnetfelder B (t) ist die
Hamilton-Funktion H(t) keine Erhaltungsgrofie. Deswegen héngt bereits die
Integrabilitéit eines 1-Spin-Systems vom zeitlichen Verlauf des Feldes ab. Ein
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cinzelner Spin in einem rotierenden Magnetfeld B(t) = B(coswt, sinwt, 0) ist
beispielsweise integrabel [4]. Allerdings ist die Untersuchung zeitabhéngiger
Felder nicht Teil dieser Arbeit. Aus diesem Grund beschranken wir uns im
folgenden auf konstante Magnetfelder B (t) = B.

Satz 3.15 H sei ein klassisches Heisenberg-System Hy in einem duferen
Magnetfeld B(t) = B. Die Zeitentwicklung von H lisst sich genau dann
explizit angeben, wenn sich die Zeitentwicklung von Hy explizit angeben ldsst.

Beweis

H sei ein klassisches Heisenberg-System Hj in einem &dufleren Magnetfeld
B(t) = B. Wir betrachten die Poisson-Klammer zwischen dem Spin 5, und
der Hamilton-Funktion H = Hy + 7y B-S.

oH

—

Sp = {§M,H}:£X§’M (107&)
nw
a — — -
- 8—%<HO+VB-S>><5M (107 b)
dH, . 98
- (£, 2 5 1
(8§u + 63]) X 8, (107 ¢)

Aufgrund von 9/ 05, S =1 erhalten wir die Bewegungsgleichung

2 0H, AR
5, = (8_51 + ”yB) X 5. (108)

Nun fithren wir die Transformation 7, = D(—v B, t) 5, fiir alle 4 < N durch.
Diese Transformation liefert die Differentialgleichung

7, = —yBxD(—yB,1)5,+D(—y B,t)35, (109 a)
= —WEXFM—FD(—VB,t)((%—i—vé)><§M) (109 b)
u
= —yB x 7, +D(—vB,t) (g? +7§> X T, (109 c)
u
= B X7, +V,Hy(r) x 7y +vB x7, (109 d)
= V. Ho(r) x 7. (109 e)
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Diese Differentialgleichung entspricht der Bewegungsgleichung fiir Hy. Ist
7,(t) die explizite Losung, so erhalten wir mit Hilfe der Riicktransformation
die explizite Losung §,,(t) = D(y B,t) 7,(t) fiir H. Weil zum Zeitpunkt t = 0
noch keine Drehung erfolgt ist, stimmen die Anfangsbedingungen iiberein. []

Durch den Beweis des Satzes haben wir die Zeitentwicklung in einem dufleren
Magnetfeld B(t) = B hergeleitet. Ist 5,(t) die Zeitentwicklung fiir den Fall
B = 0, so beschreibt D(y B, t) 5, () die Bewegung fiir den Fall B # 0. Also
erfolgt eine zusétzliche Drehung um B mit der Winkelgeschwindigkeit v B.
Jedoch hat die Anwesenheit eines konstanten Magnetfeldes keinen Einfluss
auf die Heisenberg-Konstanten des Systems.

Satz 3.16 H sei ein klassisches Heisenberg-System Hy in einem duferen
Magnetfeld B(t) = B. H ist genau dann Heisenberg-integrabel, wenn H,
Heisenberg-integrabel ist.

Beweis

Hj sei ein klassisches Heisenberg-System und befinde sich in einem dufleren
Magnetfeld B(t) = B. Wir betrachten die Poisson-Klammer zwischen einer
Heisenberg-Funktion £ und der Hamilton-Funktion H = Hy + 7y B-S.

{E,HY = {E,Hy+~B-5} (110 a)
{E,Hy}+{E,vB- S} (110 b)
= {E,Hy}+~B-{E,S} (110 c)

Weil die Komponenten des Gesamtspins S mit jeder Heisenberg-Funktion F
vertauschen, gilt {E, H} = {E, Hy}. Also verschwindet die Poisson-Klammer
zwischen F und H genau dann, wenn E und H, vertauschen. Folglich haben
H und H, dieselben Heisenberg-Konstanten.

Fiir B # (0,0, B) ist S® nicht erhalten. Wir kénnen oBdA das B-Feld in
3-Richtung legen oder den Zeeman-Term -~ B-S als Erhaltungsgrofie erster
Ordnung wéhlen, die mit allen Heisenberg-Konstanten vertauscht. 0

Aufgrund der beiden Satze bleiben die Aussagen iiber Erhaltungsgrofien,
Kopplung und Teilsysteme auch fiir klassische Heisenberg-Systeme in einem
konstanten Magnetfeld B giiltig. Insbesondere hat B keinen Einfluss auf die
(Heisenberg-) Integrabilitéit. Deswegen miissen wir die Félle B = 0und B # 0
nicht getrennt voneinander betrachten.
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3.9 Ljapunov-Exponent

Aufgrund des Liouvilleschen Satzes sind wir in der Lage, durch die Angabe
von N unabhéngigen, vertauschbaren Erhaltungsgrofien zu zeigen, dass ein
klassisches Heisenberg-System integrabel ist. Allerdings stellt uns der Beweis
des Gegenteils vor ein unlosbares Problem. Wie kénnen wir ausschlieBen,
dass es N beliebige Funktionen auf dem Phasenraum gibt, die unabhéngi-
ge, vertauschbare Erhaltungsgrofien sind? Offensichtlich konnen wir mit dem
Satz von Liouville nicht zeigen, dass ein klassisches Heisenberg-System nicht
integrabel ist.

Einen Ausweg liefert die Tatsache, dass in einem integrablen System alle
Phasenraum-Trajektorien regulér sind, wihrend in einem nicht integrablen
System chaotische Trajektorien moglich sind. Aus mathematischer Sicht tritt
(deterministisches) Chaos in nicht-linearen dynamischen Systemen mit mehr
als zwei Freiheitsgraden auf und bezeichnet die sensitive Abhéngigkeit der
Zeitentwicklung eines Systems von den Anfangsbedingungen [10]. Chaoti-
sches Verhalten duflert sich in einem exponentiell schnellen Auseinanderdrif-
ten von Phasenraum-Trajektorien, die anfinglich nahe beieinander liegen.
Deswegen fithren kleine Unsicherheiten bei der Bestimmung der Anfangs-
bedingungen zu exponentiell groflen Fehlern und das Langzeitverhalten des
Systems ist nicht vorhersagbar (Schmetterlingseffekt).

Der sogenannte Ljapunov-FExponent misst die exponentielle Entfernung von
zwei Phasenraum-Punkten im Laufe der Zeitentwicklung. Im Gegensatz zum
Liouvilleschen Satz koénnen wir mit dem Ljapunov-Exponenten numerische
Untersuchungen zur Integrabilitit von Systemen durchfiihren.

3.9.1 Definition

Zunéachst geben wir die mathematische Definition des Ljapunov-Exponenten
an. Dazu betrachten wir ein autonomes endlichdimensionales System von
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

= f(x) mit x=(xq,...,2,). (111)

Die formale Losung dieses Systems von Differentialgleichungen lautet

z(t) = A'zy mit xo=2(0). (112)

Die Abbildung A* beschreibt die Zeitentwicklung fiir alle Phasenraum-Punkte.
Wir nehmen an, dass die Losung x(t) beschriankt ist und fiir alle Zeiten ¢
existiert. Weiterhin nehmen wir an, dass die Funktion f analytisch ist. Die
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Differenz zwischen zwei infinitesimal benachbarten Punkten entwickelt sich
gemdf [11, S.112] nach

= L (a(t)e. (13)

Jf ) 0x (x(t)) ist die Jacobimatrix 0 f/ Ox am Punkt z(t). Die formale Losung
dieses Systems von Variationsgleichungen lautet

e(t) =M, e mit e =¢€(0). (114)

Hierbei bezeichnet M den Fluss von €. Anschaulich beschreibt diese Matrix
das asymptotische Verhalten von zwei infinitesimal benachbarten Punkten
unter dem Fluss A? fiir t — oco. Geméf [10, S.41 {] sind die eindimensionalen
Ljapunov-Ezponenten definiert durch

M e
A(zg) = lim —1 H dl =1,...,n. (115)
im0t el
ey, ..., e, bezeichnet eine Basis des Tangentenraumes im Punkt zg. || e; || ist

die Norm von e; beziiglich irgendeiner Riemannschen Metrik. Der Wert von
A(zp) ist von dem Vektor e; abhingig, der am Punkt z, im Phasenraum
angeheftet ist. Fiir verschiedene Werte von e; erhalten wir im allgemeinen
verschiedene Werte fiir A(xg). Der grofite Wert von A(zg) ist der maximale
eindimensionale Ljapunov-Exponent A4z

Wenn der Orbit A’z auf einen Fixpunkt zulduft, dann ist A,,., < 0 fiir
alle Richtungen von e;. Wenn A’ zy auf einen Grenzzyklus zulduft, dann ist
Amaz = 0. In diesem Fall hingt A,,., nicht von der Richtung von e; ab.
Chaotisches Verhalten ist definiert fiir A,,,q, > 0.

Da in konservativen Systemen die Volumen im Phasenraum konstant bleiben,
haben diese Systeme im Gegensatz zu dissipativen Systemen keine Fixpunkte
[11, S.181]. In konservativen Systemen gilt somit A4, > 0.

3.9.2 Numerische Berechnung

Nun geben wir ein mégliches Verfahren zur numerischen Berechnung des
maximalen eindimensionalen Ljapunov-Exponenten A,,,, an. Wir betrachten
zwei feste Punkte xg und 79 im Phasenraum P = R", die durch folgende
Eigenschaften gekennzeichnet sind [10} S.47 f]:

1. 2o und yo sind benachbart, d.h. der Abstand d (euklidische Norm)
zwischen beiden Punkten soll klein sein.
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2. xy und gy, diirfen nicht auf derselben Trajektorie liegen.

3. t ist ein hinreichend kleines Zeitintervall.

Y, =AYy,

Wir betrachten die Entwicklung der Punkte xy und g, unter der numerischen
Abbildung A’. Sei x; = A’z und y; = A'yy. Diese beiden Punkte haben
den Abstand

dy = ||xy — || = [|A 2o — A" yol|. (116)

Die numerische Berechung von A,, .. erfordert eine mehrfache Wiederholung
dieser Abbildungen. Der Punkt xy, sei

LT+1 = At T = AQtiEk_l =...= A(]H_l)txo. (117)

Um einen numerischen Uberlauf zu verhindern, ist der neue Startpunkt yoy
wie folgt definiert: yg, soll auf der Verbindungsgeraden liegen, die durch die
beiden Punkte z, und y; verlduft, wobei der Abstand zwischen 1o, und xj
den Wert d haben soll. Auf den neu berechneten Startpunkt yo, wenden wir
die numerische Abbildung A* an und erhalten

Yre1 = A yor. (118)

Der Abstand dy.; der beiden Phasenraum-Punkte x;,q und yxyq ist
i1 = |[ener — yerall = [|A 2p — A'yor|. (119)
Die K-fache Anwendung dieses Verfahrens liefert eine Folge von Absténden
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dy,...,dg. Wir betrachten nun die Grofie
K
1 dy,

1

Fir K — oo und d — 0 geht diese Grofle in die Definition von A4, iiber.
Die Werte fiir K, d und ¢ liegen in der GroBenordnung K = 10°, d = 10~*
und ¢t = 1071,

3.9.3 Geoditen

Im allgemeinen ist die kiirzeste Verbindungskurve zwischen zwei Punkten
im Phasenraum keine gerade Linie, sondern stattdessen ein Stiick von einer
geoddtischen Linie [12, S.40]. Um das Verfahren zur numerischen Berechung
von Apq. auf klassische Spin-Systeme iibertragen zu kénnen, bestimmen wir
die geodatischen Linien im N-Spin-Phasenraum

P={s=(5,...,5)mit5, e R®und |5,| = 1firp=1,...,N}. (121)

Wir wihlen Kugelkoordinaten x = (z1,...,2an) = (1,01, ..., N, Iy) mit
¢, € 10,27] und 9, € [0, 7]. Es gilt

cos ¢, sinv,,
5,=| sing,sind, |. (122)
cos v,

Sei C(t) = (x1(t),...,zon(t)) die Parameterdarstellung einer Kurve C im
Phasenraum P. Ist C eine geoditische Linie, dann erfiillt C(¢) das System
von Differentialgleichungen [12), S.96]

d?z daz* dz*

re o A k=1.....2N. 123
az A g oA o= Boee e (123)

Geméf der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber die Indizes A und «
summiert. Die Christoffelschen Symbole sind durch

1 174 K VK
IS zﬁgw@” _ 99 +ag ) v=1,...,2N (124)

" oxr oxv  Ox?
definiert. Uber den Index v wird summiert. Mit Hilfe der Beziehung

Os  0s
9l = G

(125)
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erhalten wir nach einer kurzen Rechnung den metrischen Tensor

g1 .
gy=| 0 . 0 | mit g,= ( Smoﬁ“ ; ) . (126)
0 0 gn

Es gilt g,, = 0 fiir u # v. Deswegen verschwindet in der Definition von I'{’,
die Summation iiber v. Sei p € {27 —1,24}, A und/oder k ¢ {27 — 1,24} fur
ein festes i € {1,..., N}. Dann ist gy ,/ 02" = dgy ./ 0x" = 09,/ Oz =0
und folglich I'{’, = 0. Wir erhalten

d?xt i dx dx”
_|_ R
dt? AR dt dt

=0 puA\k=2i—1,2i (127)

Das Differentialgleichungssystem fiir die Kurve C(t) = (z1(t), ..., zon(t)) im
Produktraum besteht aus N ungekoppelten Differentialgleichungssystemen
fir die Kurven C;(t) = (x2;-1(t), z2:(t)) in den 1-Spin-Phasenrdumen. Also
ist C = (Cy,...,Cy) eine geoditische Linie im Produktraum, wenn Cy, ...,Cy
geodétische Linien in den 1-Spin-Phasenrdumen sind. Bekanntlich ist die
kiirzeste Verbindungskurve zwischen zwei Punkten auf der Kugeloberfliche
eine Linie entlang des Grokreises durch diese beiden Punkte.

Die Lange L(C) eines durch ¢ parametrisierten Kurvenstiickes C ist durch

t1
dx* dzv
to

definiert [12, S.92]. Uber die Indizes y und v wird summiert. Der metrische
Tensor g(x) gewihrleistet, dass L(C) weder vom Koordinatensystem x noch
von der Parameterdarstellung C(t) abhéngig ist.

Wir parametrisieren die kiirzeste Verbindungskurve C zwischen den zwei
Punkten r = (7,...,7y) und s = (§1,...,8y) durch ¢t € [0,1], ¢, = t ¢,
und ¥, = /2. Mit dieser Wahl legen wir die Grofikreise durch die Punkte
7, und 5, in die Aquatorebene. Nach einer kurzen Rechnung erhalten wir

N

Z @2 mit @, = arccos(ry, - 5,). (129)

p=1

d(r,s) =
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3.9.4 Ergebnisse

In der nachfolgenden Abbildung ist das Ergebnis einer numerischen Rechnung
fiir die Heisenberg-Graphen mit N = 4 Spins dargestellt. Aufgetragen ist
der (approximative) maximale eindimensionale Ljapunov-Exponent Ag(sg)
in Abhéngigkeit von der Zahl K der Rechenschritte. Die Anfangspunkte s
(und ry = sp+e€) sind zufillig und fir alle Graphen tibereinstimmend gewéhlt.
Die durchgezogene (schwarze) Linie ist das Ergebnis fiir die 4er-Kette, die
gestrichelten (farbigen) Linien sind die Ergebnisse fiir die 5 verbleibenden

Heisenberg-Graphen mit N = 4 Spins.
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Die 4er-Kette zeigt fiir den zufillig gewéhlten Anfangspunkt sy einen rasch
konvergierenden und deutlich positiven Ljapunov-Exponenten Ag(sg). Dies
bedeutet ein exponentiell schnelles Auseinanderdriften der anfanglich nahe
beieinander liegenden Phasenraum-Punkte sy und ry. Die Trajektorien sind
also chaotisch. Da chaotisches Verhalten nur in nicht integrablen Systemen
auftritt, konnen wir mit hoher Sicherheit vermuten, dass die 4er-Kette nicht
integrabel ist. Zuvor konnten wir lediglich nachweisen, dass es sich bei der
4er-Kette um ein nicht Heisenberg-integrables System handelt.

Fiir denselben Startpunkt sy zeigen die 5 verbleibenden Heisenberg-Graphen
mit N = 4 Spins Ljapunov-Exponenten Ag(sg), die entlang einer Hyperbel
zu Null zerfallen (in doppelt logarithmischer Darstellung eine Gerade mit der
Steigung m = —1). Entsprechend der Definition

Ak (s0) = % > In (%“) (130)

K
k=1
ist dies der Fall, wenn sich die Absténde benachbarter Phasenraum-Punkte
sx und 7, wihrend der Zeitentwicklung nicht mehr &ndern und somit die
Summe der Logarithmen im Laufe des Mittelungsprozesses konstant bleibt.
Die Trajektorien sind also regulér. Da in nicht integrablen Systemen regulére
Phasenraum-Trajektorien méglich sind, kénnen wir ohne das Vorwissen, dass
die 5 Graphen Heisenberg-integrabel sind, nicht schlussfolgern, dass diese
Systeme integrabel sind.

Dies konnen wir uns am Beispiel der 4er-Kette veranschaulichen. Zu diesem
Zweck betrachten wir die Hamilton-Funktion H = §) - 55 + 55 - §5 + 53+ 54 und
bestimmen iiber ?M = 0H/ 05, x 5, die Bewegungsgleichungen

S =5 %X & (131 a)
$o = (51 + 53) X 5, (131 b)
Sy = (% + 54) X 8 (131 ¢)
Si =8y X (131 d)

Fiir symmetrische Anfangsbedingungen §(0) = §,(0) und 52(0) = §5(0) gilt

§1:§2X§1:§3X§4:§4 (132&)
§2:§1X§2:§4X§3:§3 (132b)

und das im allgemeinen nicht integrable System von Differentialgleichungen
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hat eine exakte Losung. Diese Losung entspricht der Zeitentwicklung von
zwei ungekoppelten Spin-Dimeren mit denselben Anfangsbedingungen.

(133)

@ «-—

In der nachfolgenden Abbildung ist das Ergebnis einer weiteren numerischen
Rechnung fiir die Heisenberg-Graphen mit N = 4 Spins dargestellt. Diesmal
ist der Anfangspunkt sy symmetrisch gewéhlt.
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Alle 6 Heisenberg-Graphen mit N = 4 Spins zeigen fiir den symmetrisch
gewihlten Anfangspunkt sy Ljapunov-Exponenten Ak (sg), die entlang einer
Hyperbel zu Null zerfallen. Nun gilt auch fiir die 4er-Kette Ag(sg) — 0.

Das Beispiel der 4er-Kette macht die Abhéngigkeit des Ljapunov-Exponenten
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vom Punkt sy im Phasenraum deutlich. Aufgrund dieser Abhéngigkeit und
der Tatsache, dass in einem nicht integrablen System nicht nur chaotische
sondern auch reguldre Phasenraum-Trajektorien moglich sind, kénnen wir
aus dem numerischen Ergebnis Ax(sp) — 0 nicht die Integrabilitét eines
Systems ableiten. Allerdings konnen wir aus dem Ergebnis Ag(sg) > 0 mit
hoher Wahrscheinlichkeit auf chaotisches Verhalten schlieflen und somit die
Integrabilitéit eines Systems ausschlielen.

Beriicksichtigen wir zusétzlich die Ergebnisse zur Heisenberg-Integrabilitét,
so haben wir mit numerischer Sicherheit nachgewiesen, dass der einzige nicht
Heisenberg-integrable Graph bis N = 4 Spins, die 4er-Kette, iiberhaupt nicht
integrabel ist. Um den Zusammenhang zwischen der Integrabilitdt und der
Heisenberg-Integrabilitéit von Systemen genauer zu untersuchen, wenden wir
das numerische Verfahren auf die verbleibenden Graphen in Tabelle 1/ an.
Die nachfolgende Abbildung zeigt das Ergebnis einer numerischen Rechnung
fiir die Heisenberg-Graphen mit N = 5 Spins. Der Anfangspunkt s ist wieder
zuféllig und fiir alle Graphen iibereinstimmend gew&hlt. Die Ergebnisse fiir
die nicht Heisenberg-integrablen Graphen sind iiber durchgezogene (graue)
Linien und die Ergebnisse fiir die Heisenberg-integrablen Graphen sind iiber
gestrichelte (farbige) Linien dargestellt.
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Alle nicht Heisenberg-integrablen Graphen mit N = 5 Spins haben fiir den
zufillig gewéhlten Anfangspunkt sg deutlich positive Ljapunov-Exponenten
Ak (sp) und sind demzufolge hochst wahrscheinlich nicht integrabel. Dieses
Ergebnis fassen wir in der folgenden Aussage zusammen.

Numerisches Ergebnis Fiir jeden Heisenberg-Graphen H mit N < 5 Spins
gilt: H ist genau dann integrabel, wenn H Heisenberg-integrabel ist.
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Weitere Stichproben lassen vermuten, dass diese Aussage unabhéngig von
der Zahl N der Spins fiir alle Heisenberg-Graphen gilt. Allerdings ist der
Beweis dieser Vermutung mit der folgenden Schwierigkeit verbunden: Zum
einen konnen wir fiir nicht Heisenberg-integrable Graphen nicht ausschlielen,
dass es N beliebige Funktionen auf dem Phasenraum gibt, die unabhéngige,
vertauschbare Erhaltungsgrofien sind. Zum anderen ist es nicht moglich, das
numerische Verfahren auf die unbegrenzte Zahl von Graphen anzuwenden,
die nicht Heisenberg-integrabel sind. Jedoch konnen wir die Vermutung durch
die Tatsache stiitzen, dass in jedem nicht Heisenberg-integrablen Graphen die
4er-Kette enthalten ist. Da es sich bei der 4er-Kette um ein nicht integrables,
chaotisches System handelt, ist es aus physikalischer Sicht durchaus plausibel,
dass durch die Kopplung mit weiteren Spins das chaotische Verhalten der
4er-Kette nicht unterbunden wird.

Mit Hilfe des Ljapunov-Exponenten kénnen wir deutlich machen, dass die
Aussagen iiber Graphen im allgemeinen Fall J,,, € R nicht giiltig sind. Dazu
gehen wir von zwei bekannten Graphen aus: das (Heisenberg-) integrable
Quadrat und die nicht (Heisenberg-) integrable 4er-Kette. Wir bezeichnen
mit J eine beliebige Kopplungsstérke J,,, # 0, beispielsweise J = Ji5. Fiir
J — 0 (Jog = J3q = Jy1 = 1) geht das Quadrat in die 4er-Kette iiber.

1 1
1I:IJ=]. —_ 1 J=0
1 1

Das klassische Heisenberg-System H = JS] - S + S5+ S5+ S3- 854 + §4 - §1
ist fiir 0 < J < 1 kein Graph und enthélt keine (allgemeine) 4er-Kette. Die
nachfolgende Abbildung zeigt den Ljapunov-Exponenten A(sg) (Ax(so) mit
K =100.000) in Abhéingigkeit von der Kopplungsstérke J.

Fiir 0 < J < 0.9 erhalten wir fiir den zufillig gewdhlten Anfangspunkt s
deutlich positive Ljapunov-Exponenten A(sg). Mit hoher Wahrscheinlichkeit
zeigt H chaotisches Verhalten und ist nicht integrabel. Fiir 0.9 < J < 1
erhalten wir dagegen Ljapunov-Exponenten A(sg) in der Néhe von Null. H
zeigt demnach regulédres Verhalten und ist moglicherweise integrabel. Dieses
Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit der KAM-Theorie, nach der eine
Bewegung unter einer kleinen Stérung ¢ H; = (1 — J) 8} - S, reguldr bleiben
kann [11), S.187 f]. Wir halten folgendes Ergebnis fest:

Numerisches Ergebnis FEin klassisches Heisenberg-System H, das nicht
integrabel ist, muss keine 4er-Kette enthalten.
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4 Symplektische Integratoren

Diejenigen klassischen Heisenberg-Systeme, die sich durch die gleichférmige
Kopplung iterativ erzeugen lassen, verfiigen iiber einen Konstruktionsbaum,
mit dem sich die Zeitentwicklung explizit angeben lésst. Zu dieser Menge von
Systemen gehoren zwar die Heisenberg-integrablen Graphen, aber durchaus
nicht alle Heisenberg-integrablen Systeme. Auch wenn die auf dem numerisch
bestimmten Ljapunov-Exponenten gestiitzte Vermutung zutrifft, dass jedes
integrable System auch Heisenberg-integrabel ist, gibt es demnach integrable
Systeme, die keinen Konstruktionsbaum besitzen. Fiir diese Systeme miissen
die Bewegungsgleichungen nach wie vor gelést werden.

Fiir ein integrables System lassen sich zwar Winkel- und Wirkungsvariablen
finden, so dass die Bewegungsgleichungen explizit 16sbar sind, sofern sich
die Integrationen ausfiihren lassen, die fiir die Definition dieser Variablen
notwendig sind. Allerdings miissen die Winkel- und Wirkungsvariablen fiir
ein gegebenes System zunéchst gefunden werden. Bereits fiir kleine Systeme
wie das allgemeine Spin-Dreieck ist diese Suche mit erheblichen Aufwand
verbunden.

Dagegen lassen sich fiir nicht integrable Systeme die Bewegungsgleichungen
nicht mehr explizit 16sen. Wie das Beispiel der 4er-Kette deutlich macht, ist
die Angabe der Zeitentwicklung nur fiir wenige Anfangsbedingungen méglich.
Deswegen miissen die Bewegungsgleichungen in der Regel numerisch gelost
werden. Da in nicht integrablen Systemen chaotisches Verhalten moglich ist,
kénnen geringe Rechenungenauigkeiten im Laufe der numerischen Integration
zu exponentiell groflen Fehlern fiihren.

Fiir viele Fragestellungen spielt das Langzeitverhalten von Systemen eine
wichtige Rolle. Deswegen ist der Integrationszeitraum meist viel groler als
die Zeitschritte, die in den iiblichen Standardverfahren verwendet werden
kénnen. Somit ist eine hohe Zahl von Integrationsschritten notwendig, die zu
grofflen Abweichungen fiihrt, sofern die verwendeten Zeitschritte nicht sehr
klein sind. Jedoch ist die Verwendung kleiner Zeitschritte mit einer langen
Rechenzeit verbunden.

In diesem Abschnitt stellen wir eine neue symplektische Methode zur Losung
der Bewegungsgleichungen von klassischen Heisenberg-Systemen vor. Diese
Methode beruht auf der Zerlegung von Exponentialoperatoren und ist fiir
die Verwendung von grofleren Zeitschritten geeignet [6]. Da das Verfahren
symplektisch ist, bleiben beispielsweise die Phasenraum-Volumen konstant.
Zudem gewihrleistet das Verfahren, dass der Gesamtspin und die Betrége der
Einzelspins erhalten sind. Obwohl die Gesamtenergie nicht exakt erhalten ist,
zeigt sich im Gegensatz zu den Standardverfahren keine systematische Drift,
sondern nur eine beschriankte Fluktuation um die Anfangsenergie.
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4.1 Zerlegung in integrable Systeme

Jedes klassische Heisenberg-System H mit N Spins lésst sich als Summe von
N-Spin-Systemen Hy, ..., Hx darstellen, fiir die sich die Zeitentwicklungen
explizit angeben lassen. Dabei spielt es keine Rolle, ob H integrabel oder
nicht integrabel ist.

Beispielsweise konnen wir H in Systeme der Form J,,, 5, - 5, zerlegen, die aus
einem Spin-Dimer und N — 2 ungekoppelten Einzelspins bestehen. Sind alle
Kopplungsstarken J,,, # 0, so erhalten wir auf diese Art und Weise K = (]; )
Summanden. Fiir jeden dieser Summanden kénnen wir die Zeitentwicklung
angeben.

Fiir viele Systeme ldsst sich eine Zerlegung von H in nur zwei Summanden
H; und H; finden. Zum Beispiel konnen wir einen zusammenhéngenden und
Heisenberg-integrablen Graphen H in zwei getrennte Heisenberg-integrable
Teilgraphen H4 und Hp mit gleichférmiger Kopplung H,p zerlegen und
anschlieBend Hy = H4 + Hg und Hy = Hup wahlen. H; und H, sind
Heisenberg-integrabel und verfiigen somit {iber einen Konstruktionsbaum,
mit dem wir die Zeitentwicklung explizit angeben koénnen. Weil aulerdem
die Zeitentwicklung von H bekannt ist, eignet sich diese Zerlegung vor allem
fiir den Test der neuen symplektischen Methode.

Auch fiir die nicht Heisenberg-integrablen Graphen bis N = 5 Spins konnen
wir zwei geeignete Summanden finden. In Tabelle 2/ sind fiir diese 10 Systeme
mogliche Zerlegungen in Heisenberg-integrable Graphen angegeben. Dennoch
gibt es nicht Heisenberg-integrable Graphen, die sich nicht als Summe von
zwei, sondern nur als Summe von mindestens drei Graphen darstellen lassen,
die Heisenberg-integrabel sind und deswegen keine 4er-Kette enthalten. Ein
Beispiel hierfiir ist der Wiirfel mit einer Raumdiagonalen.

Dagegen ist der Ikosidodekaeder ein weiteres Beispiel, das deutlich macht,
dass es in vielen Féllen zwei geeignete Summanden gibt. Die nachfolgende
Abbildung zeigt eine mogliche Zerlegung in ein ungekoppeltes System von 6
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Fliegen (rote, gestrichelte Linien) und in ein weiteres ungekoppeltes System
von 8 Dreiecken und 6 einzelnen Spins (blaue, durchgezogene Linien).

4.2 Zerlegung von Exponentialoperatoren

Zu jeder Funktion f : P — R gibt es ein Vektorfeld V/ auf dem Phasenraum
P. Fiir ein System von N klassischen Spins ist dieses Vektorfeld ein N-Tupel
mit den Elementen

. of .
Vuf = {8, f}= 8_§u X 8, (134 a)
0 —of /0s)  Of | 0s;,
= of | 0s} 0 —af /s, | 3. (134 b)

—0f /0s;,  Of | 0s, 0

VY, 5. (134 c)

Ist f die Hamilton-Funktion H des betrachteten Spin-Systems, so sind die
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Bewegungsgleichungen fiir s = (§1,...,Sy) durch
§=VH=V"s mit V¥ = (135)

gegeben. Diese Bewegungsgleichungen sind ein endlichdimensionales System
von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Die formale Lésung
lautet

s(t) = Flsg mit so = s(0). (136)

Der Fluss F/T beschreibt die Zeitentwicklung fiir alle Phasenraum-Punkte
50. Bekanntlich kénnen wir fiir nicht integrable Systeme die Zeitentwicklung
FH s nicht explizit angeben. Sind A, B : P — R zwei weitere Funktionen
mit H = A + B, so gilt fiir die Vektorfelder V# = V4 + VP und fiir die
Fliisse geméaB [8, S.198 f]

Filso = lim (Fjje Fijic )" s0- (137)

Wenn A und B die Hamilton-Funktionen von zwei integrablen Spin-Systemen
sind, fiir die wir die Zeitentwicklungen explizit angeben koénnen, so sind wir
in der Lage, die unbekannte Zeitentwicklung durch ein numerisches Verfahren
zu berechnen. Im ersten Rechenschritt dieses Verfahrens wenden wir zuerst
den Fluss F¥ auf den Anfangszustand sy und anschliefend den Fluss FA auf
den Zustand FX sy an. Der Anfangszustand fiir den i-ten Rechenschritt des
Verfahrens ist s; = fﬁ ]—"AB si—1. Die Schrittweite A = ¢/K bestimmt zum
einen die Genauigkeit der numerischen Rechnung und legt zum anderen die
Zahl K der Rechenschritte fest. Kleine A fithren zu einer hohen Genauigkeit,
aber auch zu groflen K und demnach zu einer langen Rechenzeit. Fiir A — 0
wird die Ndherung exakt. Wie wir sehen werden, ist dieses Verfahren zwar
symplektisch, aber nicht geeignet fiir grofiere Zeitschritte.

Nun betrachten wir die Bewegungsgleichungen $ = V# s erneut und stellen
die formale Losung in der Form

st+ A) =" (1) (138)

dar [6], wobei M#¥ £ V# fiir VH £ const. ist! ® Da die zwei Funktionen A

°Im Anhang “Exponentialdarstellung des Flusses“ ist eine ausfiihrliche Begriindung
dafiir, dass Gleichung (136)) und (138)) dquivalente Darstellungen der Losung sind.
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und B die Gleichung H = A + B erfiillen, gilt M = M4 + M?. Wenn die
Poisson-Klammer zwischen A und B nicht verschwindet, dann vertauschen
M4 und M* nicht miteinander und es gilt

MU L MAA MEA (139)

Deswegen ersetzen wir die rechte Seite der Ungleichung durch ein Produkt
und erhalten auf diese Art und Weise

P
MIA = I et 8 4 o(AFT). (140)

=1

Entwickeln wir die Terme auf beiden Seiten der Gleichung in eine Reihe und
fassen die Koeffizienten vor gleichen Potenzen von A zusammen, so liefert
der Vergleich der Ausdriicke eine Gleichung fiir jede Ordnung von A, die zum
einen M4, M” und zum anderen die Parameter a;, b; enthélt. Sortieren wir
in gleicher Reihenfolge auftretende Kombinationen von M4 und MP?, dann
erhalten wir durch den Vergleich der Koeffizienten ein Gleichungssystem fiir
a; und b;. Durch eine geeignete Wahl dieser Parameter konnen wir fiir ein
gegebenes P > 1 das grofite K > 1 erreichen.

Fiir P = 1 ldsst sich eine Ubereinstimmung in erster, aber nicht in zweiter
Ordnung erreichen. Eine ausfiihrliche Rechnung im Anhang zeigt, dass die
Wahl von a; = b; = 1 zudem eindeutig ist.

MIA = M8 MEA L O(A?) (141)

Dagegen konnen wir fiir P = 2 eine Ubereinstimmung bis einschlieSlich der
zweiten Ordnung finden. Allerdings ist der Losungsraum fiir die Parameter
eindimensional: a; = 1 —1/(2 —2by), az = 1/(2 —2by), by = 1 — by. Zum
Beispiel liefert by = 0 die Suzuki-Trotter-Zerlequng zweiter Ordnung

eMHA _ eMAA/Q GMBA GMAA/2 + O(A3). (142)

Fiir groBere P lassen sich genauere Néherungen finden. Beispielsweise ist die
Suzuki-Trotter-Zerlegung vierter Ordnung

5
MIA _ H PiMAN/2 piMPA piMAA/2 | O(AY) (143)
i=1

mit p; = py = psy = ps =p = 1/(4—4"3) und p3 = 1 —4 p ein Produkt von 15
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Exponentialoperatoren. Jedoch lassen sich aufeinanderfolgende Faktoren mit
M zusammenfassen, so dass diese Zerlegung aus insgesamt 11 Operatoren
besteht. Andere Zerlegungen vierter Ordnung kommen mit weniger Faktoren
aus. Zum Beispiel ist die Forest-Ruth-Zerlegung ein Produkt von lediglich 7
Faktoren der Form a1 = ay = 0/2, a3 = a3 = (1 —0)/2, by = by = 0 und
by = 1 — 20 [6]. Dabei ist § = 1/(2 — 2'/3). Obwohl diese Niherung mit nur
7 Operatoren auskommt und somit weniger Rechenzeit fiir einen einzelnen
Integrationsschritt benttigt, wird sich zeigen, dass die Fehler deutlich grofier
als bei der Suzuki-Trotter-Zerlegung sind. Weitaus geringere Abweichungen
zeigt eine optimierte Variante der Forest-Ruth-Zerlegung. Diese Ndherung
ist ebenfalls vierter Ordnung und besteht aus 9 Faktoren mit a1 = a5 = &,
ag=a4=x,a3=1—2(+x),b1 =by = (1—2X)/2und by = b3 = A. Da
&, x und A nicht eindeutig bestimmt sind, kénnen diese Parameter variiert
werden, um den Fehler empirisch zu minimieren. Eine geringe Abweichung
ergibt sich fiir £ = 0.17208656, x = —0.16162176 und A = —0.09156203 [6].
Dagegen erhalten wir fir € = 0, y = 0 und A = (1 — 6)/2 die bekannte
Forest-Ruth-Zerlegung.

Die Zerlegung von Exponentialoperatoren konnen wir auch fiir klassische
Spin-Systeme durchfiihren, die sich nicht als Summe von zwei, sondern nur
als Summe von mindestens drei integrablen Systemen darstellen lassen, fiir
die wir die Zeitentwicklung explizit angeben konnen. Zum Beispiel eignet sich
fir H = A+ B + C ein Ansatz der Form

P
MIA H e MAA b MEA (e MOA 4 ) AKHD), (144)
i=1

Fiir P = 1 erhalten wir eine Ubereinstimmung in erster Ordnung und die
Parameter a; = by = ¢; = 1 sind eindeutig bestimmt.

MTA = MAA MIA MOA L (0 (A2) (145)

Dagegen lésst sich eine Ubereinstimmung in zweiter Ordnung erst fiir P = 3
erreichen. Eine mogliche Wahl der Parameter liefert die Naherung

eMHA _ eMAA/Q eMBA/Q eMCA eMBA/Z eMAA/Q + O(AS). (146)

Um Zerlegungen hoherer Ordnung zu finden, kénnen wir einen Algorithmus

verwenden, der fiir ein gegebenes P die Gleichungen fiir a;, b; und ¢; bestimmt

und diese Parameter geeignet wahlt, um das groite K zu erreichen. Allerdings
erhalten wir fiir grole K ein komplexes Gleichungssystem fiir a;, b; und ¢;,
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das sich algorithmisch nicht mehr 16sen lésst, sofern wir die Zahl der freien
Parameter nicht reduzieren.

4.3 Eigenschaften des Verfahrens

Der Fluss F eines Hamiltonschen Vektorfeldes V# ist fiir alle feste Zeiten ¢
eine symplektische Transformation auf dem Phasenraum P [7, S.172 f]. Diese
Aussage ist nicht mit dem Liouvilleschen Satz zu verwechseln, nach dem fiir
ein konservatives System H die Phasenraum-Volumen unter dem Fluss F7
konstant bleiben. Zwar ist jede symplektische Abbildung volumentreu, aber
im allgemeinen ist eine volumentreue Abbildung nicht symplektisch.

Die Integrationsschritte des vorgestellten numerischen Verfahrens bestehen
aus einer Zahl elementarer Rechenoperationen. Diese Rechenoperationen sind
exakte Zeitentwicklungen von klassischen Spin-Systemen, beispielsweise von
zwei Systemen A und B. Weil die Fliisse 5/ und F? der Hamiltonschen
Vektorfelder VA und V? die Zeitentwicklung der beiden Systeme A und B
beschreiben und symplektische Transformationen auf dem Phasenraum P
sind, ist jede einzelne Rechenoperation und somit das gesamte numerische
Verfahren symplektisch.

Auflerdem bleiben wihrend der numerischen Integration diejenigen Groéfien
konstant, die sowohl im System A als auch im System B erhalten sind. Zu
diesen Groflen gehoren die Volumen im Phasenraum P und die Betrdage der
Einzelspins 5,. Sind A und B rotationsinvariant, so bleiben auch die drei
Komponenten des Gesamtspins S konstant. Jedoch ist die Gesamtenergie H
in der Regel nicht erhalten. Wie wir sehen werden, zeigt sich allerdings keine
systematische Drift und der Fehler ist beschrénkt.

In einigen der vorgestellten Zerlegungen von Exponentialoperatoren treten
die Operatoren e®M*2 und e?™” 2 gymmetrisch auf. Fiir diese Zerlegungen
sind die Integrationsschritte zeitlich umkehrbar. Zum Beispiel konnen wir fiir
die Suzuki-Trotter-Zerlegung zweiter Ordnung den Operator

U(A) = MIA/2 MPA MAA/2 (147)

definieren und erhalten

U(A)U(—=A) = MAA/2 MPA MAA/2 -MAA/2 —MPA -MAA/2 _ (148)

und U(—A)U(A) = L. Entsprechendes gilt fiir die Suzuki-Trotter-Zerlegung
vierter Ordnung, die Forest-Ruth-Zerlegung und die optimierte Variante der
Forest-Ruth-Zerlegung.
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4.4 FErgebnisse
4.4.1 Gesamtenergie

Die nachfolgende Abbildung zeigt das Ergebnis einer numerischen Rechnung
fiir den Ikosidodekaeder. In dieser Rechnung wird das Zerlegungsverfahren
erster Ordnung mit einer Schrittweite A = 0.1 verwendet und eine zufillige
Anfangsbedingung s, gewihlt. Die Zerlegung des Ikosidodekaeders erfolgt in
ein ungekoppeltes System von 6 Fliegen und in ein weiteres ungekoppeltes
System von 8 Dreiecken und 6 einzelnen Spins. In der Abbildung sind die drei
Komponenten des Gesamtspins S und die Gesamtenergie H in Abhéangigkeit
von der Integrationszeit ¢ aufgetragen.

| kosi dodekaeder

D prN e e

1.Ordnung, A = 0.1
— H
s

4 + ___ s

5@

Wie in der Abbildung zu erkennen ist, gewéhrleistet das Verfahren, dass die
drei Komponenten des Gesamtspins S wihrend der numerischen Integration
in Maschinengenauigkeit erhalten bleiben. Dagegen ist die Gesamtenergie H
nicht konstant. Allerdings schwankt H um den tatséchlichen Wert und zeigt
keine systematische Drift in irgendeine Richtung. AuBerdem ist der Betrag
des Fehlers beschriankt und iiberschreitet im Integrationszeitraum von ¢ = 0
bis 100 nicht den Wert von 0.6.

Zum Vergleich ist in der néchsten Abbildung das Ergebnis einer weiteren
numerischen Rechnung fiir den Ikosidodekaeder gezeigt. In dieser Rechnung
werden fiir dieselbe Schrittweite A = 0.1 und dieselbe Anfangsbedingung sy
verschiedene Verfahren vierter Ordnung verwendet: die Zerlegungsverfahren
Suzuki-Trotter (SZT'), Forest-Ruth (FR), optimierter Forest-Ruth (OFR)
und das Standardverfahren Runge-Kutta (RK). Fiir die Methoden SZT, FR
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und OFR wird die bekannte Zerlegung des Ikosidodekaeders in ein System
von Fliegen und in ein System von Dreiecken vorgenommen.

| kosi dodekaeder

8.565

8.56475 |-

8.5645

8.56425 -

8.564 -

4. Ordnung, 4 = 0.1
8.56375 — SZT
—— FR
8.5635 |- — OFR

RK

8.56325 [

Wie aus der Abbildung deutlich hervorgeht, fiithrt das RK-Verfahren zu einer
systematischen Drift der Gesamtenergie H und liefert schon fiir kleine Zeiten
t einen grofleren Fehler als die Methoden SZT, FR und OFR. Zum Zeitpunkt
t = 100 hat der Fehler einen Betrag von etwa 1.5-1073. Obwohl dieser Wert
kleiner als bei der zuvor verwendeten Zerlegung erster Ordnung ist, liefern
die Zerlegungsverfahren vierter Ordnung geringere Abweichungen, die zudem
keiner systematischen Drift unterliegen. Wéahrend der Fehler von FR einen
Wert von 0.5- 1072 nicht iiberschreitet, sind die Abweichungen von OFR und
SZT noch geringer und liegen bei ungefihr 0.05- 1073, Diese Abweichung ist
um einen Faktor 30 kleiner als beim RK-Verfahren.

4.4.2 Vergleich mit exakten Losungen

Das Ergebnis der durchgefithrten Rechnung hat mit hoher Sicherheit gezeigt,
dass die Zerlegungsverfahren SZT, FR und OFR fiir dieselbe Schrittweite A
eine Genauigkeit der Gesamtenergie H liefern, die bereits fiir kleine Zeiten
t um eine Gréfenordnung kleiner ist als beim RK-Verfahren. Jedoch bleibt
zu iiberpriifen, ob diese Zerlegungsverfahren genaue Ergebnisse fiir zeitlich
verinderliche GroBen liefern. Fiir diese Uberpriifung bietet sich der Vergleich
mit exakten Losungen von integrablen Spin-Systemen an.

Da die numerischen Untersuchungen zum Ljapunov-Exponenten mit hoher
Wahrscheinlichkeit bestétigt haben, dass es sich beim Ikosidodekaeder um ein
nicht integrables Spin-System handelt, fithren wir die folgenden Rechnungen
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fiir eine kleine Auswahl der Heisenberg-integrablen Graphen in Tabelle (1
durch.

Die nachfolgenden zwei Abbildungen zeigen das Ergebnis einer numerischen
Rechnung fiir die Fliege. Die erste Grafik stellt den exakten zeitlichen Verlauf
der Funktion s?; + s2 + s3- fiir eine zufillig gewihlte Anfangsbedingung sq
dar. sfj ist eine Abkiirzung fiir das Skalarprodukt s;-5;. Die zweite Grafik zeigt
fiir dieselbe Anfangsbedingung sy die absolute Abweichung §(s%; + s35 + s35)
der numerischen Verfahren SZT, FR, OFR und RK. Die Schrittweite A = 0.1
ist iibereinstimmend gew#hlt. Fiir die Methoden SZT, FR und OFR erfolgt
die Zerlegung der Fliege in zwei Systeme, die beide aus einem Dreieck und
zwei einzelnen Spins bestehen, den Fligeln der Fliege.

Fl'i ege (exakt)
0.75 | T 3

2 2 2
S15°+ S25°+ S35
o
N
(4]
|
.

. . . . . .
0 20 40 60 80 100
t

Fl i ege (numerisch)

5(S152+ S5+ S3s5?)

0 20 40 60 80 100

Wie in der Abbildung zu erkennen ist, liefert die FR-Methode die grofite
Abweichung von der exakten Losung. Diese Abweichung liegt zum Zeitpunkt
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t = 100 bei ungefihr 2-10~% und ist somit um einen Faktor 7 gréBer als beim
RK-Verfahren. Dagegen ist der Fehler der OFR-Methode deutlich geringer
und mit einem Wert von etwa 3 - 107% fast zwei GroBenordnungen kleiner
als der Fehler der nicht optimierten FR-Methode und eine Grofenordnung
kleiner als der Fehler des RK-Verfahrens. Die SZT-Zerlegung ist nochmals
einen Faktor 5 genauer und liefert mit einer Abweichung von nur 6-10~7 das
beste Ergebnis.

Durch weitere Vergleiche mit exakten Losungen von Heisenberg-integrablen
Graphen erhalten wir dhnliche Ergebnisse. Zum Beispiel zeigen die néchsten
zwei Abbildungen das Ergebnis einer numerischen Rechnung fiir das Haus
vom Nikolaus.
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Wihrend die erste Grafik den exakten zeitlichen Verlauf der Funktion s3;+s3,
fiir eine zufillig gewéhlte Anfangsbedingung s, darstellt, zeigt die zweite
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Grafik fiir dieselbe Anfangsbedingung s, die absolute Abweichung §(s?;+s3,)
der numerischen Verfahren SZT, FR, OFR und RK. Die Schrittweite A = 0.1
ist iibereinstimmend gewahlt. Fiir die Methoden SZT, FR und OFR erfolgt
die Zerlegung des Nikolaushauses in das Dach und das Fachwerk.

Wie aus der Abbildung hervorgeht, liefert auch diesmal die FR-Methode die
grofite Abweichung von der exakten Losung. Zum Zeitpunkt ¢ = 100 ist diese
Abweichung mit einem Wert von etwa 8 - 10~* um einen Faktor 2 grofler als
beim RK-Verfahren. Dagegen fithren die Zerlegungsverfahren OFR und SZT
zu einem Fehler von nur 3-107° und sind somit mehr als eine Gréfienordnung
genauer als das RK-Verfahren.

4.4.3 Laufzeiten

Die durchgefiihrten Rechnungen haben gezeigt, dass die Zerlegungsverfahren
SZT und OFR bei gegebener Schrittweite A deutlich geringere Fehler liefern
als das Standardverfahren RK. Obwohl die nicht optimierte FR-Methode zu
grofleren Abweichungen als das RK-Verfahren fiihrt, sind die Ergebnisse von
SZT und OFR um mehr als eine Groflenordnung genauer.

Fiir die Anwendung ist vor allem die Laufzeit eines Integrationsverfahrens
entscheidend. Wéhrend die verwendeten Zerlegungsverfahren mit Hilfe von
Mathematica implementiert wurden, stammt das eingesetzte RK-Verfahren
aus der von Mathematica bereitgestellten Bibliothek. Aus diesem Grund ist
ein Vergleich der Laufzeiten nicht moglich, solange die Integrationsverfahren
nicht in derselben Programmiersprache vorliegen. Allerdings iiberschreitet
die Implementation in einer Programmiersprache wie C' den Rahmen dieser
Arbeit bei weitem.

Jedoch lassen sich die Laufzeiten der veschiedenen Zerlegungsverfahren auf
einfache Art und Weise miteinander vergleichen. Zum Beispiel bestehen die
Integrationsschritte der Suzuki-Trotter-Zerlegung zweiter Ordnung (SZ72)
aus 3 elementaren Rechenoperationen, den exakten Zeitentwicklungen von
zwei integrablen Systemen. Dagegen bendtigt die Suzuki-Trotter-Zerlegung
vierter Ordnung (SZ74) insgesamt 11 elementare Rechenoperationen fiir
einen Integrationsschritt. Deswegen ist bei SZT4 die Rechenzeit fiir einen
Integrationsschritt um einen Faktor 11/3 & 3.7 grofler als bei SZT2. Somit
hat SZT4 bei iibereinstimmender Schrittweite A die 3.7-fache Laufzeit von
SZT2. Umgekehrt hat SZT4 bei {ibereinstimmender Laufzeit die 3.7-fache
Schrittweite A von SZT2.

Die nachfolgenden zwei Abbildungen zeigen das Ergebnis einer numerischen
Rechnung fiir die Pyramide. In dieser Rechnung ist die Laufzeit vorgegeben
(insgesamt 10.000 elementare Rechenoperationen). Wihrend in der ersten
Grafik der exakte zeitliche Verlauf der Funktion s?; + s fiir eine zufillig
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gewihlte Anfangsbedingung sy dargestellt wird, ist in der zweiten Grafik fiir
dieselbe Anfangsbedingung s, die absolute Abweichung §(s?5+s3;) von SZT1,
SZT2, SZT4, FR und OFR gezeigt. Fiir diese Verfahren erfolgt die Zerlegung
der Pyramide in zwei Triangeln. Um fiir das jeweilige Verfahren die hochste
Genauigkeit zu erhalten, ist die Schrittweite A so klein wie moglich gewahlt,
ohne die vorgegebene Laufzeit zu iiberschreiten.

Pyram de (exakt)

2 2
S15°+ S25

. . . . . .
0 20 40 60 80 100
t

Pyrani de (nunerisch)

2 2
6(S15°+ S257)

Nach dem Ergebnis der Rechnung fithrt SZT4 in dem Integrationszeitraum
von ¢t = 0 bis 100 zu einem maximalen Fehler von etwa 1 -107° und ist
drei Groflenordnungen genauer als SZT2 und sogar fiinf Groflenordnungen
genauer als SZT1. Somit liefert SZT4 nicht nur bei gleicher Schrittweite A,
sondern auch in der gleichen Laufzeit deutlich geringere Abweichungen als
SZT2 und SZT1. Auch die anderen Zerlegungsverfahren vierter Ordnung
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fithren zu grofleren Abweichungen als SZT4. So ist der maximale Fehler der
OFR-Methode mit einem Wert von ungefihr 2 - 1075 doppelt so grof§ und
der maximale Fehler der nicht optimierten FR-Methode mit einem Wert von
etwa 1-107* 10-mal so gro8 wie bei SZT4.

Die durchgefiihrte Rechnung hat gezeigt, dass die Zerlegungsverfahren vierter
Ordnung die hohere Rechenzeit fiir einen einzelnen Integrationsschritt durch
grofere Schrittweiten A kompensieren konnen und dennoch deutlich kleinere
Fehler liefern als die Zerlegungsverfahren erster und zweiter Ordnung. Dies
fithrt zu der Vermutung, dass eine Zerlegung héherer Ordnung wie SZTS8 in
vorgegebener Laufzeit zu noch geringen Abweichungen fithrt. Wenn sich diese
Vermutung bestétigt, dann ist diese Zerlegung ein effizientes Verfahren, das
in Konkurrenz mit den iiblichen Standard-Methoden treten kann.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit ist eine vollstandige Charakterisierung der Klasse HZG
der Heisenberg-integrablen Spin-Graphen gelungen. Diese Spin-Graphen sind
durch die Eigenschaft gekennzeichnet, dass die 4er-Kette kein Teilsystem
ist, und lassen sich in zwei Heisenberg-integrable Teilsysteme zerlegen, die
entweder gleichformig gekoppelt oder nicht gekoppelt sind. Dadurch ist die
Existenz eines Konstruktionsbaumes B gewéhrleistet, mit dem die explizite
Angabe der Zeitentwicklung als ein Produkt von Drehungen um feste Achsen
moglich ist.

Die numerischen Untersuchungen zum Ljapunov-Exponenten haben zu der
begriindeten Vermutung gefiihrt, dass die Klasse HZG mit der Klasse ZG
aller integrablen Spin-Graphen iibereinstimmt. Allerdings ist die Eigenschaft,
dass die 4er-Kette kein Teilsystem ist, nur fiir wenige Spin-Graphen erfiillt
und bedeutet, dass vier miteinander gekoppelte Spins eines Spin-Graphen
keine Kette bilden diirfen, sondern stattdessen Figuren wie beispielsweise
einen Stern oder ein Quadrat formen miissen. Diese Eigenschaft trifft zum
einen fiir die Mehrheit der kleinen Systeme zu und gilt zum anderen fiir
diejenigen Systeme, die nicht weit von einem Pantaeder abweichen, in dem
alle Spins gleichférmig miteinander koppeln. Spin-Gitter dagegen erfiillen
diese Eigenschaft nicht. Deswegen eignen sich fiir eine direkte Anwendung
der “HZG-Theorie* vor allem kleine Cluster und magnetische Molekiile.

IG BS | HIS

Fiir die allgemeinere Klasse HZS der Heisenberg-integrablen Systeme ist
in dieser Arbeit keine vollstdndige Charakterisierung gelungen. Zum einen
haben die numerischen Untersuchungen zum Ljapunov-Exponenten deutlich
gemacht, dass es auch nicht Heisenberg-integrable Systeme gibt, die keine
allgemeine 4er-Kette als Teilsystem haben. Zum anderen ist das allgemeine
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Spin-Dreieck ein Beispiel fiir ein Heisenberg-integrables System, das nicht zu
der Klasse BS derjenigen Systeme gehort, die iiber einen Konstruktionsbaum
B verfiigen. Fiir Heisenberg-integrable Systeme ohne Konstruktionsbaum B
miissen die Bewegungsgleichungen nach wie vor gelést werden. Bereits fiir
ein sehr kleines System wie das allgemeine Spin-Dreieck ist die Lésung der
Bewegungsgleichungen mit erheblichen Aufwand verbunden [9].

Deswegen findet das vorgestellte numerische Verfahren sowohl Anwendung
fiir nicht integrable Systeme als auch Anwendung fiir integrable Systeme,
die eine Hamilton-Funktion H vom Heisenberg-Typ haben. Das Verfahren
nutzt aus, dass H aus Anteilen besteht, die Heisenberg-integrable Systeme
aus der Klasse BS beschreiben, und verwendet die exakten Zeitentwicklungen
dieser Systeme fiir eine Approximation der unbekannten Zeitentwicklung. Die
Approximation beruht auf der Zerlegung von Exponentialoperatoren, die in
verschiedenen Varianten und Ordnungen moglich ist.

Die grundlegenden Eigenschaften des Verfahrens sind unabhéngig von der
Wahl der Exponentialzerlegung: Es ist symplektisch und gewéhrleistet die
Konstanz von typischen Erhaltungsgréfien wie den Phasenraum-Volumina,
den Betragen der Einzelspins und den drei Komponenten des Gesamtspins.
Obwohl die Gesamtenergie in der Regel nicht exakt erhalten ist, zeigt sich in
den durchgefiihrten Rechnungen keine systematische Drift, sondern nur eine
beschriankte Fluktuation um die Anfangsenergie.

Dagegen bestimmt die Wahl der Exponentialzerlegung die Genauigkeit und
die Rechenzeit des Verfahrens: Die Zerlegungen hoherer Ordnung fithren zu
einer grofleren Genauigkeit, sind aber — bei gleicher Schrittweite — mit einer
hoheren Rechenzeit verbunden. Allerdings hat sich in den durchgefiihrten
Rechnungen herausgestellt, dass sich der Mehraufwand fiir einen einzelnen
Integrationsschritt durch gréflere Zeitschritte kompensieren lésst, die nur zu
einer kleinen Verringerung der Genauigkeit fithren. So liefert beispielsweise
die Suzuki-Trotter-Zerlegung vierter Ordnung Ergebnisse, die — bei gleicher
Rechenzeit — um drei Groflenordnungen genauer sind als die Ergebnisse der
Suzuki-Trotter-Zerlegung zweiter Ordnung.

Obwohl noch kein Laufzeitvergleich mit den iiblichen Standardmethoden
durchgefiihrt worden ist, deuten die Ergebnisse dieser Arbeit darauf hin,
dass der vorgestellte symplektische Integrator ein effektives und effizientes
Konkurrenzverfahren darstellt.
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A Anhang

A.1 Poisson-Klammer zwischen Skalarprodukten

Der Vektor § sei ein klassischer Spin. Somit gilt fiir die Komponenten von §
(Einsteinsche Summenkonvention)

{8278i} :5uu Cijk SZ' (149)

Wir betrachten nun die Poisson-Klammer zwischen zwei Skalarprodukten.

{5,-5,,5\- 5.} (150)

3 3

= {Z SL si,Zsf\ 51} (151)
i=1 j=1
3

= > {spsi.s)si) (152)

ij=1

3
= > sidsh. A si} + si{sh, sL sl} (153)
ij=1
3

= > sulsidsi, sl + sh{sh, ) + su(sh{sp sh} + si{s), s3}) (154)

ij=1

Die Poisson-Klammer zwischen den Skalarprodukten verschwindet,
e wenn die Indizes u, v oder A, k gleich sind,
e wenn die Indexpaare p, v und A, k iibereinstimmen oder

e wenn alle Indizes u, v, A und x verschieden sind.

Wir kénnen uns deswegen auf verschiedene p, v, A und kK = v beschréanken.

{5,-5,,5,-5,} (155)

3 3
= Zslsi{sf,,si}: Z eijkszsisl,f (156)

ij=1 i k=1

= §“ . (5}\ X gy) = det(E’M, g/\, gy) (157)
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Ersetzen wir §, durch einen konstanten Vektor ke R3, so erhalten wir {iber
dieselbe Rechnung

(3,5, k-5,} = det(3,, k, 5,). (158)

Ersetzen wir 5, und 35y durch konstante Vektoren /;1, /;2 € R?, dann ergibt
sich iiber dieselbe Rechnung

{El . gy, EQ . gy} = det(/%, Eg, §V) (159)

Auflerdem finden wir die Beziehung

{5,-5,,5,-5\+5,-5\} = det(5,, 5, 5,) + det(5,, 5x,5,) = 0. (160)
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A.2 Vektor-Gleichungen

Lemma A.1 §i,..., 8y seien klassische Spinvektoren. Wenn eine Gleichung
N
Y Cu-su=c (161 a)
pn=1
N
Y Cuvsu-s =c (161 b)
pn<v
N
Y G (Euxs)=c (161 c)
p<v
N
D> Cuvadet(5,,5,5,) =c (161 d)
n<r <\
fur alle §1,...,5y gilt, dann missen alle Koeffizienten in dieser Gleichung
verschwinden.
Beweis

Der Beweis von Lemma |A.1] (Gleichung (161 a) bis (161 d)) erfolgt durch
vollstdndige Induktion {iber die Zahl N der Spins.

Verankerung:

e Gleichung (161 a): N = 1. Fiir & gilt C, -5 = c und fiir —3, gilt
entspreclg}end —(C1 -8 = c. Die Subtr%ktion der beiden Gleichungen
liefert 2 C'y - §; = 0. Deswegen miissen C und ¢ verschwinden.

e Gleichung (161 b): N = 2. Wir wihlen die Vektoren §; und S5 nicht

senkrecht und somit s;-55 # 0. Fiir 51, 53 erhalten wir C'5 §7-55 = ¢ und
fiir —&1, S5 erhalten wir entsprechend —C'j5 87 - 55 = ¢. Die Subtraktion
der beiden Gleichungen liefert 2 C'5 s7 - 55 = 0. Folglich miissen 612 und

¢ verschwinden.

e Gleichung (161 ¢) und (161 d): N = 2 und N = 3. Wir wihlen die
Vektoren 51, S5 und §3 linear unabhéngig. Somit gilt §7 x 55 # 0 und
det(5), 55, 53) # 0. Fiir &, 5, 53 erhalten wir Cs - (5, X §) = ¢ und
Clo3 det (51, 85, 8§3) = c. Fiir —§}, 85, §3 erhalten wir —Cy - (51 x 8)=c
und —Co3 det (51, 2, 53) = c. Die Subtraktion der Gleichungen ergibt
2 6_;12 : (§1 X gg) =0und 2 0123 det(§1, gg, §3) = 0. Deswegen miissen 6_:12,
(123 und ¢ verschwinden.
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Voraussetzung: Lemma [A.1] (Gleichung (161 &) bis (161 d)) gilt fiir N
Spins.

Schritt: Wir betrachten eine der Summen aus Gleichung (161 a)) bis (161 d)
fiir N +1 Spins. Wir wéhlen einen beliebigen Spin s, mit k € {1,..., N +1}
aus und zerlegen die Summe S in zwei Teile S} und S?. Der erste Summand
SY enthalte keine Terme mit 5, und der zweite Summand S} enthalte nur
Terme mit 3,. Es gilt S = S + Sl = ¢ fiir alle 5,...,3ny1.

Nun ersetzen wir s,, durch —Ss,; und lassen alle anderen Vektoren unverandert.
Dadurch éndern alle Skalar-, Vektor- bzw. Spatprodukte, die den Spin §
enthalten, das Vorzeichen. Deswegen #ndert jeder Term in S! und somit der
gesamte Summand S! das Vorzeichen. S? enthilt keine Terme mit 5, und
behiilt damit das Vorzeichen. Folglich gilt S? — St = ¢ fiir alle §,..., 8y 1.
Zusammen mit SY + S! = ¢ folgt S? = ¢ fiir alle &, ..., 8n41.

Weil die Summation in S? nur iiber N Spins lduft, kénnen wir auf diesen
Summanden die Induktionsvoraussetzung anwenden. Deswegen miissen alle
Koeffizienten von S? verschwinden. Dies sind alle Koeffizienten, die nicht den
Index x haben. Da die Wahl von s, beliebig ist, miissen alle Koeffizienten
in den Summanden SY,...,S% ; und folglich in der gesamten Summe S
verschwinden. 4

78



A.3 Zusammenhingende Graphen

Lemma A.2 Aus jedem zusammenhdngenden Graphen lifit sich ein Knoten
entfernen, so dass der verbleibende Teilgraph wieder zusammenhdngend ist.

Beweis
A sei ein zusammenhédngender Graph mit N Knoten.

1. Wir entfernen einen beliebigen Knoten k4 aus dem Graphen A. Wenn
der verbleibende Teilgraph A’ zusammenhéngend ist, dann ist Lemma
A2l giiltig. Andernfalls zerfallt A" in zusammenhéngende Teilgraphen
Al ..., A, die nur iiber den Knoten k4 miteinander verbunden waren.
Wir withlen einen der Teilgraphen A, ..., A}, aus. Dieser Graph heifle
B. Dann fiigen wir den Knoten k4 wieder in den Graphen A ein.

L L

w-

2. Wenn alle Knoten von B mit dem Knoten k4 verbunden sind, dann
kénnen wir einen beliebigen Knoten aus B und damit aus A entfernen
und Lemma [A.2] stimmt. Andernfalls entfernen wir einen Knoten kg
von B, der nicht mit k4 koppelt. Wenn der verbleibende Teilgraph
B’ zusammenhéngend ist, dann gilt Lemma A.2. Andernfalls zerfillt
B’ in zusammenhéngende Teilgraphen Bj,..., B}, die nur iiber den
Knoten kp miteinander verbunden waren. Deswegen konnen wir einen
der Teilgraphen By, ..., By auswahlen, der nicht mit k4 koppelt. Dieser
Graph heifle C'. Dann fiigen wir den Knoten kg wieder in den Graphen
B und damit in den Graphen A ein.
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3. Wir fithren Schritt 2 fiir den Teilgraphen C' aus. Dabei iibernimmt B
die Rolle von A und C' die Rolle von B.

Auf diese Weise durchlaufen wir eine Schleife. In jedem Durchgang verringert
sich die Anzahl der Knoten in C. Die Schleife wird spétestens dann beendet,
wenn C' nur noch aus einem einzigen Knoten besteht. Diesen Knoten kénnen
wir aus dem Graphen A entfernen, so dass der verbleibende Teilgraph A’
zusammenhéingend ist. U

80



A.4 Exponentialdarstellung des Flusses

Aufgrund des Liouvilleschen Satzes bleiben fiir ein System von N klassischen
Spins die Volumen im Phasenraum

P={s=(5,...,5y)mits, € R®und|3,| = Lfirp=1,...,N} (162

unter dem Fluss F} : P — P eines Hamiltonschen Vektorfeldes V' konstant,
wobei Volumen durch Integrale mit der Volumenform dy; dz;...dpx dzy
(kanonische Koordinaten) berechnet werden.

Gemif [8, S.433 f] erzeugt der volumentreue Fluss F; eine einparametrige
unitire Gruppe auf dem Hilbertraum H = L£%(P) der quadratintegrablen
Funktionen f : P — R:

Utf:fo./f_t (163)

Eine einparametrige unitire Gruppe ist ein Homomorphismus ¢t — U; von R
in die Gruppe der unitéiren Operatoren auf H. Nach Aussage des Stoneschen
Satzes besitzt eine einparametrige unitdre Gruppe einen selbstadjungierten
Erzeuger A [8, S.541 {] mit

U, = exp(At). (164)

Die Komponenten s, (i = 1,2,3) der klassischen Spins 5, (u = 1,...,N)
stellen quadratintegrable Funktionen auf dem Phasenraum P dar.

s, P—R (165)

Aufgrund von Gleichung (163) und (164) gilt

U, s}, = exp(At) s), = s}, 0 F_y. (166)

fo : P — R sei diejenige Funktion, die jeden Phasenraum-Punkt s, auf
sich selbst abbildet.

fo=1 + |° (167)

SN

5Die Vektoren und Matrizen in Gleichung (167) bis (169) stellen Tensorprodukte dar.
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Aufgrund von Gleichung (166) gilt

JooFy (168 a)
stoF, U, s1 U, 0 s
Sz]))v e} F,t Ut S:]))V 0 Ut S?V

=0, fo. (168 c)

Der Operator Uy ist unitér und hat einen selbstadjungierten Erzeuger A.

A 0
U, = exp(At) = exp t (169)
0 A
Fiir einen Phasenraum-Punkt sq gilt
(Ifjtf0>(30) :<exp(A t) fo) (s0) = fo(F-t 50)- (170)

Die Ersetzung t — —t liefert die Zeitentwicklung
s(t) = Fi s :(exp(—At) fo> (50)- (171)

Anschaulich gesprochen wirkt der Fluss F; auf den Phasenraum-Punkt sq wie
der “Funktionenfluss® exp(—A t) auf den “Funktionenpunkt® fy. Auf diese
Art und Weise wird deutlich, dass sich der Fluss F; als Exponentialfunktion
darstellen lasst und einen Erzeuger —B hat, der auf den Phasenraum-Punkt
so wirkt wie der Erzeuger —A auf den “Funktionenpunkt® fo.

B s, = (A f0>(so) (172)
Zusammenfassend gilt:

s(t) = Fiso = exp(—Bt) so (173)
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A.5 Zerlegung von Exponentialoperatoren

Zwei Operatoren A und B vertauschen im allgemeinen nicht: AB # BA.
Somit ist e(AFB) A £ AR BA - Ayug diesem Grund gehen wir fiir die Zerlegung
des Exponentialoperators e®t®) 2 yon einem einfachen Ansatz der Form

eBABIA — cahA GBBA L O AKH) (174)

aus und wahlen die beiden Parameter a und b geeignet, um das grofite K
zu gewahrleisten. Dazu entwickeln wir die Exponentialoperatoren auf beiden
Seiten der Gleichung in eine Reihe. Die Reihenentwicklung bis zur zweiten
Ordnung von A liefert fiir den Operator et 4 den Ausdruck

(A +B)?

1+ (A+B)A+ 5

A%+ O(A?). (175)

Beachten wir (A + B)? # A? + B* + 2 A B, so steht auf der linken Seite der
Gleichung

(A2+B*+AB+BA)

1+ (A+B)A+ 5

A? + O(AY). (176)

Durch die Reihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung von A erhalten wir
fiir den Operator e**# den Ausdruck

CL2A2

14+aAA+ 5

A% + O(A?) (177)

und fiir den Operator e?22 den entsprechenden Ausdruck

b2 2
L+bBA+ — A%+ 0O(A?). (178)
Beriicksichtigen wir bei der Multiplikation die Reihenfolge von e**# und
e?BA | 5o steht auf der rechten Seite der Gleichung
A2+ 02B%2+2abAB
14 (aA+bB)A 4 LTI T 2A0RB 2 oa9), (179)

2

Nun vergleichen wir auf der linken und der rechten Seite der Gleichung die
Koeffizienten vor gleichen Potenzen von A und erhalten auf diese Art und
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Weise eine Gleichung fiir die erste Ordnung

(@a—DA+(b-1)B=0 (180)

und eine Gleichung fiir die zweite Ordnung

(> = 1)A*+ (1* —1)B*+ (2ab—1)AB+(0—1)BA = 0. (181)

Da diese beiden Gleichungen fiir alle Operatoren A und B gelten, miissen die
Koeffizienten vor denjenigen Kombinationen von A und B verschwinden, in
denen die Operatoren in gleicher Reihenfolge auftreten. Somit erhalten wir
das eindeutig losbare Gleichungssystem fiir die erste Ordnung

=1 (182 a)
b = 1 (182 b)

at =1 (183 a)
vo=1 (183 b)
2ab = 1 (183 ¢)
0 1. (183 d)

Folglich kénnen wir mit dem gewshlten Ansatz eine Ubereinstimmung in der
ersten Ordnung, aber nicht in der zweiten Ordnung von A erreichen.

6(A+B)A _ eAA eIBA + O(Ag) (184)

Gehen wir fiir die Zerlegung des Exponentialoperators e 4 von einem
anderen Ansatz der Form

eAHB)A — carhA hBA carhA b BA | () AK+HL) (185)

mit den Parametern aq, by, as und by aus, so erhalten wir iiber eine dhnliche
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Rechnung das Gleichungssystem fiir die erste Ordnung

ay +ay = 1
by +b = 1

und das Gleichungssystem fiir die zweite Ordnung

(a1 +a)®> = 1

2a1 (ag+b1) +2aby = 1
2a9b; = 1

(b1 +b)* = 1.

Diese beiden Gleichungssysteme haben eine gemeinsame, eindimensionale
Losung: a3 = 1 —1/(2 —2by), az = 1/(2 — 2by) und by = 1 — by. Da das

Gleichungssystem fiir die dritte Ordnung

(ay +as)® =1

6ayasby +3a3by +3a? (b +bo) =1
6ajasb; =1

3asb: +3a; (b +b)* =1

3asby =1
6as b by =1
3a2bf:1
(b +b)* =1

keine Losung hat, erhalten wir mit dem gewéhlten Ansatz eine Zerlegung
zweiter Ordnung. Zum Beispiel liefert by = 0 die Suzuki-Trotter-Zerlegung.

cAAB)A _ (AA/2 BA AA/2 4 O(A?)
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A.6 Ubersicht Heisenberg-Graphen

In Tabelle [1! sind alle zusammenhéngenden Heisenberg-Graphen bis N = 5 Spins aufgefiihrt. Die
Systeme sind in Form einer Abbildung angegeben. In dieser Abbildung sind die Spins durch Kreise
und die Wechselwirkung zwischen den Spins durch Linien dargestellt.

Fiir jedes System ist ein Satz unabhéngiger, vertauschbarer Erhaltungsgréfien angegeben. Abhéngig
davon, ob ein Graph Heisenberg-integrabel ist oder nicht, sind N — 1 oder weniger unabhéngige,
vertauschbare Heisenberg-Konstanten angegeben. Hierbei wird die verkiirzte Schreibweise sfj =55
verwendet. Die Heisenberg-Integrabilitéit der Systeme ist zusétzlich vermerkt.

Fiir jeden Heisenberg-integrablen Graphen ist eine mogliche Zerlegung in gleichférmig gekoppelte
Teilsysteme angegeben. Dagegen ist fiir Graphen, die nicht Heisenberg-integrabel sind, die Zerlegung
so gewdhlt, dass ein Teilsystem die 4er-Kette ist. In beiden Fillen ist die Zerlegung in Form einer
Abbildung angegeben. In dieser Abbildung sind die Teilsysteme durch weile und schwarze Kreise
gekennzeichnet.

In Tabelle 2/ist fiir die nicht Heisenberg-integrablen Graphen aus Tabelle 1/ eine mégliche Darstellung
als Summe von zwei Heisenberg-integrablen Graphen dargestellt. Diese Darstellung erfolgt ebenfalls
in Form einer Abbildung. In dieser Abbildung sind die beiden Heisenberg-integrablen Graphen durch
getrichelte und durchgezogene Linien gekennzeichnet.

| N | System | ErhaltungsgréBen | Eigenschaft | Zerlegung |
1| @ SG) integrabel

2 (=3 H, S®) integrabel ' Yol

3| oee H, S®) 2, integrabel Lol ¥
3&2 H, S®), 52, integrabel 3./.02
4 3I:Iz H, S® 2, s2, integrabel 3:) (22
* 0 H, SO 2, s integrabel e o
3 2 9 9 137 24 gra e fb 2
MZ H, S®) 2, s2, integrabel 5 X o
1 H, S® s2, s% + 52 integrabel °

4 2 3 9 9 347 13 14 gra e .4 OZ .3
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O, e

87

by H, S®) 2, s2,+ 52, integrabel O
-0
1 2 3 4 3 2 2 2
LA an H, SO, sty + 3, + 53,
5 5
‘s-@' (3) 2 o2 2 2 2 PO
hz H, 5%, s13, s34+ 515 + 535 + 535 SE o
5 5
‘s-@' 3) 2 2 2 2 2 ‘o A
bz H, SO, s1y, 83, + st5 + 835 + 535 3E o
5 5
[
‘s>-@ 3) 2 2 2 2 2 2 - “ @
* o H, SO s2. 83, + 83, s75 + 535 + 525 integrabel O IZ
5 5
[ ]
‘o ol (3) 2 &2 2 2 2 2 - “ e
[ %l H, SO s2. 83, + 83, s%5 + 535 + 525 integrabel 0 :2
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
00000 | SO 2 452 +s2 s, + 82+ s2 e e 0O
3 O3
! 2254 5 H, S®) s2, 4+ 52, + 82, + 535 + s, 1 o s
1 1
2 3) 2 2 2 2 2 Ez
L . H, SO, sty + iy + si5 + 534 + 535 .
O
1 1
2 2
A H, S® | s, + s, + s + 83, + 525 5
5 4 5 4
O
1 1
s 2 3) 2 2 2 2 2 O @2
,./:}3 H, SO, sty + 57y + 53, + 535 + 53 4.:\.,3
1 2 1 2
[ N )
(3) 2 2 o2 2 2 2 -
5. H, 5%, 51y, 834, S5 + 514+ S35 + 534 integrabel O
[ N




N
(N

IS
I>’<..
w

N
N

IS
w

~
-

)
N

N
i

w
N

w
(N

3 2
5

4
3 2
5

4
3 2
5

4
3 2
5

4
3 2
5

4
3 2

e

s

e

-

-

s

H,

S

Y 5(3)7

[@p)
=
w
=

Y 5(3)7

Y 8(3)7

S

S

9 2 2 2 9 9
812, 534, S13 T S14 T Sp3 + Sy

2 2 2 2 2 2
S12, 34, S13 1 S14 1 Sp3 + Sy

2 2 2 2
S1g + 834 + S35 1+ S35

2 2 2 .2 2 2 2
S1g + Sa5 Tt S35, STy T 554 + S54 + Si5

2 2 .2 2
S14, S33, So5 1 S35

2 2 2 2
513> Sa4, S5 T Sis

2 2
5135 Sa4, S5 T Si5

2 2
s 135 S24, S35 T Si5

9 2 2 2
513, S955 S24 T Si5

2 2 2 2
S13, S5, 534 T Sis

2 2 2 2
S13, 524, S15 T S35 1+ S35 + Si5
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(3) 2 2 .2 2 2 2
H, S, si3, s34, S15 + S35 + 535 + Si5

(B) 2 2 2 2 2 2
H, S, si3, 834, 815 + S35 + 835 + Si5

integrabel

integrabel

Tabelle [1: Heisenberg-Graphen bis N = 5 Spins.

N | Systeme
4| eoee-e
5 5 5 5
4 1 4 1 4 1 4 1 L
5| e o oo oo «%e
oo oo oo e h 4
,1
1 2
o o
3 ;2 | 3
R sl “ée o
.1-- 2 3 4--.5 1.--2 4--.5 5 .3 4 5 4
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Tabelle 2: Darstellung als Summe von zwei Heisenberg-integrablen Graphen.
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